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Introductory. 


1. — Analytical aspects of the problem. 


Under the term «resonant system » we shall understand a physical system, 
of any nature, where a dependent variable can be expressed, in terms of the 
time, in the form of e*, where 7 represents some complex constant whose 
imaginary part defines the frequency of the solution considered. It is known 
that the condition is fulfilled if the unknown is given, in terms of the inde- 
pendent variable—which we shall suppose to be time, though the restriction 
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is not actually necessary —by a linear differential equation with constant 
coefficients. 

In a static system these coefficients are expressible in terms of the (constant) 
parameters of the system; the case considered in the present paper is that in 
which one, or more, of the parameters are varied periodically by some agent 
that may be regarded as external, i.e., independent of the behaviour of the 
system. The consequences of the variability of the parameters can reduce 
to a mere distortion of the law of dependence of the unknowns from time: in 
some cases, instead, the nature itself of the phenomenon is qualitatively influ- 
enced by the variation, in the sense that the oscillations, forced or free, oc. 
curring in the system, may then become «unstable », that is, the « damping » 
may become zero, or even change in sign, so that solutions may exist, that 
increase in amplitude beyond any limit as time increases. 

It is well known that a number of physical systems exist, satisfying analogous 
differential equations, i.e., equations formally identical, provided that the 
signification of the symbols is suitably varied from a case to another. Out 
of these analogous systems, the most easily assembled and experimented is, nowa- 
days, the electrical one, where the main parameters are inductances, resistances 
and capacitances. The possibility of operating an electrical circuit by means 
of simple experimental equipment belongs, however, only to the last decades: 
there is no surprise, therefore, in the fact that the instability of « variable 
systems» may have first been detected in mechanical systems, requiring a 
much more complicated experimental apparatus than that which could suffice, 
to-day, for the analogous research in an electrical system. Lord RAYLEIGH in 
his Theory of Sound (vol. I, 680, p. 81 ff.) discusses a number of examples 
analytically similar: for instance, that of a pendulum, the centre of suspen- 
sion of which is made to oscillate vertically; or that of a wire, stretched between 
a fixed point and the moving prong of a tuning fork, that may introduce a 
variable tension in the wire; and so on. 

The assumption that the perturbation is independent of the « response » 
of the circuit strongly characterises the analytic features of the differential 
system: the coefficients of the equations—no longer constant—become, in fact, 
functions of the independent variable, and not of the unknown (or unknowns) ; 
the equations, therefore, remain linear, and this greatly simplifies the problem, 
in comparison with the case where some «constant» is really a function 
of the dependent variable (such as a resistance, or inductance, depending on 
the current, etc.). 


2. — Formulation of the problem. 


In spite of its relative simplicity, the actual problem is known to be one 
of the most complicated of applied Analysis: consequently, even the simplest 
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facts occurring in the variable system are not universally known, as they 
cannot be described as elementary consequences of simple physical principles. 
Even the physical features of the phenomenon are, to a certain extent, un- 
expected: for instance, the system can often, and preferably, exhibit a per- 
manent oscillation at a frequency which is only one-half that of the perturb- 
ation. 

As the literature on these problems is scattered, and partly incomplete, 
and the analytic questions involved belong to «a region of Analysis which 
is, as yet, only very imperfectly explored » (1), it is thought that a review 
—as systematic as possible—of known results, together with the conclusions 
of some new researches in the field, may be of some interest. For the sake 
of brevity, the discussion will be developed at length for some selected problems 
only: it is believed, however, that these selected discussions may constitute 
a useful scheme for similar cases. 

As has been pointed out above, the problems considered are those where 
the perturbing agent is a function of the independent variable only: in order 
to restrict the field of the research, without essentially affecting the general 
character of the conclusions, we shall also confine the discussion to those 
systems which obey a second-order linear equation, as is typically the case 
of an RLC electrical resonant circuit. The differential equation of the non- 
perturbed system, which is 


czy dy ikl 
dalla o 


(1) D 08 


is common to such a wide variety of physical systems that the discussion of 
the perturbed cases corresponding to (1) can lead to conclusions general enough 
to offer a real physical interest. 

If (1) is the equation of an electrical circuit, y is the charge, L, R, 0, the 
inductance, resistance, and capacitance respectively; the independent variable 
is time. In analogous cases the physical signification of the symbols may be dif- 
ferent: nevertheless, for purposes of nomenclature, we shall always refer to 
the electrical interpretation of (1). 

In a variable system, one or more of the constants R, L, C, will be replaced 
by functions of the time. In order to circumscribe the problem still more, 
we shall suppose that: 


1) only one constant is replaced by a function of time; 
2) the variation is sinusoidal, with a relative modulation smaller than 


unity, so that the sign of the coefficient remains constant. 


(1) E.T. Wairraker and G.N. Warson: Modern Analysis (Cambridge 1935), p. 404. 
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For reasons of formal convenience, we shall write the variable coefficient 
in the form M(1+2y cos ut) where M stands for R, or L, or C—: according 
to a previous assumption, we shall suppose 2y < 1. 

The resulting equation, though linear, and, as such, remarkably simpler 
than one where the coefficients were functions of y, is, nevertheless, one of 
the most complicated of Analysis: it can be formally reduced, in any case, 
to the so-called « Hill equation »: 


(2) y + Day = 0, 


where @ is a periodic function of the independent variable, expressible as a 
Fourier series with period 2z. 

The method for reducing a general equation to form (2) is well known: in 
an equation 


(3) My’ + Ny'+ Py =0 

the first-order term can be eliminated through the substitution 
y = 2 exp [— 3[ (W/M) de] F 

which transforms the equation into 


N° + 2M N'—2M'N 
4M 


(4) Me" |? |e AV 


If M, N, P are periodic with the same period—some of them, eventually, 
constant—(4) is obviously of type (2). 


3. — Basic equations. 


From the point of view of phsyical intelligibility, however, the reduction 
of the original equation to the form of Hill does not constitute a real impro- 
vement; since the complexity of the general! Hill equation, as a rule, is not 
less than that of the original one. Actually, HILL gave a general method of 
solution (*) by which the solutions can be formulated in terms of a single number, 
defined as a function of the parameters: such a number, however, happens to 
be given in the form of an infinite determinant, the numerical value of which 
can be determined with a smaller or larger amount of labour, if the para- 
meters, in turn, are given numerically; but the method is almost impracticable 
if the parameters are represented by letters, as is the case if the equation has 


(2) E. T. Wuirraxer and G. N. Watson: l.c., p. 413. ff. 
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to be discussed so as to establish the dependence of the nature of the solution 
on the value of the parameters. 

The only Hill equation which—owing to the smaller complexity—has been 
discussed rather systematically is the « Mathieu equation » 


OL 
=, 


Y+ (a+b cosx)jy = 0, 


which can be regarded as a limiting case of Hill equation when the Fourier 
series can be stopped at its fundamental term. In this sense, Mathieu’s equa- 
tion can yield an approximate solution to Hill’s equation, valid when 
the higher terms of the Fourier series can be neglected. The first analytic 
discussions of the problem of the perturbed circuit have just been carried out 
either by approximate methods, or by reducing the equation to the form of 
Mathieu (3). 

It cannot be stated, however, that Mathieu’s equation can represent in any 
case the most useful and correct approximation to the problem: in some cases, 
a functional circumstance of physical importance militates against the choice of 
Mathieu’s as an approximating equation. Mathieu’s equation, in fact, is entire, 
in the sense that its only singularity is at infinity; correspondingly, its solu- 
tions are also entire (trascendental) functions. 

In our present case, Hill’s form of the actual equation is given by (4): as 
is seen immediately, the equation has finite singularities at points where the 
coefficient M vanishes; the equation is entire, therefore, only if M is a constant. 
In the physical problem which we chose as representative, the standard equa- 
tion «of type (3) » is (1): the coefficient of the second derivative—correspond- 
ing to M in (3)—is given by the product LC. Consequently, whenever the 
inductance (mass) or the capacitance (compliance) are modulated, the equation 
has finite singularities at points (usually complex) where the product induc- 
tance x capacitance vanishes. 

Mathieu’s equation, therefore, does not yield a convenient representation 
of the RLC problem, unless the perturbed « constant » is the resistance alone, 
or, eventually, the «elastance» 1/C. In any other case, the limit equation 
is, better than Mathieu’s, that of the form 


(6) (a+b cos x)y"+ y =0; 


this is the form to which (1) reduces when the dissipative term is absent, no 


(3) B. VAN DER Pot: Proc. I.R.E., 18, 1194 (1930); H. WINTER-GUNTHER: Zeits. 
f. Hochfrequenztechnik, 37, 172 (1931); W.L. Barrow: Ann. der Phys., 11, 147 (1931); 
W. L. Barrow: Proc. I.R.E., 20, 1626 (1932); W. L. Barrow: Proc. I.R.E., 21, 
1182 (1933); W. L. Barrow: Proc. I.R.E., 22, 201 (1934). 
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matter which reactance is varied. It is, therefore, the «ideal» equation of 
the variable-reactance circuit. 

Our assumption that the variable term must be constant in sign entails 
that, both in (5) and in (6), b <a; consequently, we shall assume as standard 
Mathieu (entire) equation, the form 


(7) y’ + p(1— 2y cos a)y = 0 
and as the standard singular equation, 
(8) y"(1+2y cos 0) + pîy = 0, 


with 2y < 1. Writing the other parameter in the form p?, we automatically 
suppose that it is normally positive; such an assumption is really arbitrary, 
and is only accepted for the sake of brevity and because it is actually satisfied 
in the physical case of the variable circuit. The case p?< 0, if necessary, 
could also be discussed by the same method given below. 

It is evident that both (7) and (8) are limit cases of Hill’s equations and 
that they can be reduced to one another if 2y is very small; consequently, 
when 2y can be regarded as a first-order quantity, the solutions of the two 
equations coincide, and are both « tangent at y=0 » to the solutions of the 
Hill equation of which (7) and (8) may be regarded as limits. 

If the purpose of the research is that of materially constructing the solu- 
tions to a first-order accuracy, the above two forms are practically equivalent, 
and no advantage results from the choice of either of them as representative 
equation. The same statement, however, no longer holds true if the problem 
is that of discussing the stability of the solutions in dependence of the values 
of p and y. As the two equations are different in functional nature, we can 
actually expect that the behaviour of their solutions may be different: in par- 
ticular, that the distribution of the regions of stability (and lability), in the re- 
spective (p, y)-planes, may be different for the two equations. 

The circumstance is particularly important in the present case where we 
are looking for the conditions for the possibility of stable oscillations in a dis- 
sipative circuit: we can expect, in fact, that a non-dissipative circuit having 
the same parameters would admit of a solution steadily increasing with time, 
i.e., unstable (labile); this means that the regions of possible stable oscillations 
of the dissipative circuit must be contained in the region of lability of the 
«ideal» equations. 

As stated above, the «ideal» equation to be assumed for this purpose 
is (7) if the variable parameter is R or 1/C; (8) in the case of variable DL, or C. 
If more than one parameter is varied, the normalized equation « of form (4) » 
has trigonometric functions as coefficients of both the second derivative and 
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the unknown; in this cases, provided that only the fundamental (sinusoidal) 
terms are of importance, the discussion—which is omitted for brevity—does 
not differ essentially from that of the « singular » equation (8) (4). 


Actual form of the equations, and first analytic results. 


4. — The “ dissipative ’’ equations. 


If the capacitance of a resonant circuit is varied sinusoidally with an angular 
frequency of w and a relative amplitude of 2y, the differential equation in 
terms of the charge q of the capacitor is 


dq q 
Rob. ———————. = 0, 
Fa di 2 O(1 + 2y cos ut) 


if the free performance of the circuit is considered. We assume x = ut as 
the independent variable and write 1/L0 = ©?, @/u = p, oL/R =1/RoC =Q. 
The equation becomes 


(9) (1 + 2y cos 2)g" + Ò (1+2ycosx)g'+p?îqa=0, 


indicating by primes the differentiation with respect to «. 

If the variable element is the inductor L, the voltage at its terminals is 
(d/dt){L(1-+2y cos ut)(dg/dt)}; expanding, and transforming in terms of 2, we 
find the equation 


(1 + 2y cos #)q" + (5 — 2y sin e) q+ pq = 0. 


The equation is, apparently, more complicated than (9); but it is seen easily 
that it can be obtained by differentiating the equation 


(1 + 2y cos x)y" + o y' + p?y = constant, 


and making y’=q. This equation has a particular solution p*y = constant; 
put, since the derivative of y is only of interest, the generality is not restricted 


(4) E. CAMBI: Rend. di Matem. e delle sue applicazioni, 1-2 (1948); see also Sec. 
13 of the present paper 
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by making the constant equal to zero, and assuming the equation 


(10) (1 + 2y cos ®)y"+ ci py — 00, 


as representative of the circuit with variable L; the conditions for stability 
of course, are the same for the y- as for the g-equation. 
Finally, the equation of the variable-resistance circuit is immediately: 


P 


(11) do 


(1 + 2y cos w)q'+ p?îq=0. 
ye 


5. — Stability and lability of the solutions. 


Once the equation of the circuit has been written, the problem of deter- 
mining under which conditions the circuit itself can exhibit permanent oscil- 
lations in absence of supply is a typical problem of eigenvalues. The para- 
meters which are «at our disposal», once the circuit has been given, are p, 
ratio of the resonant frequency of the circuit at rest to the perturbing frequency, 
and 2y, relative modulation of the perturbed element: the parameter Q, 
« figure of merit » of the circuit (at rest), is instead, a datum of the problem. 

The standard equations are collected below, in unified symbols: 


(9°) (variable capacitance) (1 + 2y cos w)y"+ 7 (1 + 2y cos x)y’+ p?y =0, 


(10') (variable inductance) (1 + 2y cos w)y’+ me py = 0, 
(11’) (variable resistance) y" + 0 (1 + 2y cos x)y'+ p?2y = 0. 


They all are linear equations with periodic coefficients, for which then 
the Floquet theory holds (°), the principal statement of which is given below: 

A linear differential equation of order n, having periodic coefficients, admits 
of n independent solutions which, for an increase of the independent variable by 
one period, have their value multiplied by a constant factor. A proof is here given 
for the second order case: only slight modifications are required to extend 
the proof to more general cases. 

Let us suppose that, by some means, two independent solutions, y,(a) and 


(9) E. T. Wuirraxer and G. N. Watson: l.c., p. 412. 
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Y»(x), have been obtained: the functions y,(v-+2z) and y,(r+27) also formally 
satisfy the differential equation, owing to the periodicity of the coefficients, 
though they do not necessarily coincide with the former two. Im any case, 
linear relations will exist, of the forms 


Yy(@+- 27) = @1Y1(0) + 912Y2(2) 5 Yo(@+- 270) = @,,Y1(2) + AyYo() 5 
the four constants a depending on the parameters of the equation. 


We shall now look for a solution y°, necessarily of the form y°=cy,+ eyo, 
for which 


(12) yx +27) = oy?(x) 
with constant o. The condition can be written 
C1Yy1(0 +27) + c2Y»(0 +2) = 0{0Y1(2) + c2Y»(2)} 


and can be satisfied if 


[es(an— 0) + 0202] Y1(1) + [riz + Co(G22— 0) ] Yo(v) = 0. 


Two constants c, and c,, satisfying « Floquet’s condition » (12) can thus be 
determined if o is a root of the equation 


di — Q Ne (E 
IR 
da, do — Q| 


that is to say, Floquet’s condition can be satisfied in two different ways (be- 
cause the equation considered is of the second order). 

It is physically intuitive, and easily proved formally, that the two pos- 
sible values of o only depend on the parameters of the equation, and not 
on the particular choice of the integrals y, and y,; it suffices to recall that 
any other pair of integrals can be expressed as a pair of linear combinations 
of y, and Yo. 

The independence of the values of @ from the choice of the « fundamental 
system » (Y,; Y2) allows us to reach interesting conclusions as to the possible 
values of 9. Let the integrals y, and y, be defined by the initial conditions 


y1(9) =1 Yy2(9) =0 
y,(0) = 0 9,0) =1; 


a combination y°= cy, +ey, satisfying Floquet’s condition is sought. 
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Since y°(0) = ¢, y° (0) = c,, we must have in particular 
y? (277) = C1Y1(27) + 02Y»(27) = ey (0) = o¢,, 
y° (27) = 61Y1(270) + 024,(27) = ey? (0) = ec. 
Consequently 


\y,(2a)—0 Y(27) | 
y(27) y,(270) — @ 


that is 


Q 


2 {y, (200) + y,(27)}0 + i 
| 1 


The third term, which is the product of the two possible values of o, is 
merely the value, for x = 27, of the Wronskian determinant. 


Yr Ye 


Wo 
Y¥, Ye 


which, at 2 =0, has the value unity by assumption. 
A known result of Analysis gives the general expression of the Wronskian 
of a linear equation, given the numerical value at one point: 


x 


— [pina 


0 


w(xr) = w(0) exp 


if M and N are the coefficients of the two higher derivatives. The relation is 
easily proved by constructing the differential equation that admits of the 
given set of independent integrals y,, y,, etc. In the present case, the con- 
clusion immediately shows that the product of the two possible Floquet’s fac- 
tors, 0, and 0;, is 


(14) 0,0, = w(2na) = exp {—|vjanec} : 


0 


A simple inspection of (14) leads to an interesting conclusion: if the coef- 
ficient N is zero—as is the case for the non-dissipative equations (7) and (8)— 
the product 0,0, is unity. This means that either the two roots have unit 
modulus (and are conjugate), in which case the solutions are both stable; or 
one root is greater than unity (and the corresponding solution increases with- 
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out limit) while the other is smaller than unity and corresponds to a solution 
that vanishes with time. 

It is seen immediately that the transition from stable to labile solutions 
takes place when the discriminant of the equations vanishes: in fact, so long 
as the discriminant is negative, that is, when the roots are conjugate complex, 
they must have unit modulus and the solutions are stable. On the boundaries 
of the regions of lability, therefore, the two roots of the o-equation coincide, 
at the value +1 or —1. In the first case, a solution satisfying a Floquet 
condition with o = 1, that is, y(v+2z) = y(x), is merely periodic: depending 
on the particular equation, either two independent periodic solutions can 
exist for the same values of the parameters (as is the case for (8)) or the second 
solution is of another type (second kind) and normally unstable (MATHIEU). 
In the second case, o =—1, a solution for which y(w#+2z) = —y(x) has 
period 47 and the two halves of the period are equal and opposite in sign: 
for brevity, such a function will be termed « half-periodic ». In (8), as well 
as in (7), only one half-periodic solution exists, for given values of the para- 
meters, the second solution being of the second kind. 

When two periodic solutions exist for the same values of the parameters, 
these are «double eigenvalues »; the region between, which is the region of 
lability, has zero size, i.e., does not exist physically. 

The conclusions concerning the possible values of 0, no longer hold true 
when a first-order term exists, i.e., in the case of the dissipative equations; 
since, in this case, the ratio N/M is assumed to be positive (otherwise, instead 
of dissipation, we should have an increase in the amplitude of the oscillation), 
the product 0,0, is smaller than unity and both solutions are normally damped; 
the possibility is not excluded, however, that, at given points of the « para- 
meter space », one of the solutions—that which is of interest at present —may 
have o =1or even larger, thus resulting stable or even of increasing amplitude. 


6. — Extraction of the dissipative term. 


The exponential factor that appears in the expression of the Wronskian is 
the square of the factor y/z of Section 1, which transforms an equation of form 
(3) into the non-dissipative form (4). The substitution y=z exp [— 3{(N/M) dz] 
can then be termed « extraction of the dissipative term ». The resulting z-equa- 
tion, in fact, has, by construction, N= 0 and consequently 0,0, =1; the 
original unknown y is then always affected by an exponential factor which, 
if N/M is positive, is smaller than unity. 

The search after possible conditions of stability for y is thus reduced to 
that of a possible instability of z that may be defined by a positive exponent 
equal in modulus to that of the damping term. The discussion will be carried 
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on in this sense, having in view to determine, for given Q, the values of p 
and y that can lead to a stable solution for y. A desirable feature would be 
that the non-dissipative equation obtained might contain the parameters p 
and y only: in this case, in fact, the discussion of the conditions for a « posi- 
tive lability » (i.e. for an exponential increase) that could counterbalance the 
damping introduced by the dissipative term, might be developed once for all, 
independently of Q. Unfortunately, however, such a desirable feature is only 
true in line of approximation. 

As stated above, the intrinsic decrement of the solutions of the dissipative 
equation is defined by the exponent — 3((N/M)dw. In the case of equation (9) 
(variable capacitance), we simply have N/M = p/Q and 


: = exp [— px/2Q] = exp [— o1/2Q]. 


The decrement is thus the same as in the static case, with w and Q defined 
through the values of the constants at rest. 
In the case of the variable-inductance circuit (equation (10)), we have 


Lil Gun = P 
2} M 20] 1+2ycosa sui A 


with A=V1]1— 4y?. In spite of the apparent complication, we can easily i 
see that the damping is of the same order of magnitude as in the static case: 
this can be shown by means of the expansion 


2 
LTS XL 
qaretg {TT leso; ‘tg 5)» 


3 
sin 3a +.., 


|e ee ica aie 1—k 
(15) arte | k tg = 5 Tk sin a 4 al sin 20 — 3 


which shows that the exponent — 3{ (N/M) ae differs from — px/2Q4 by a 
periodic function given by the Fourier series that follows the first term in (15), 
with k = /(1— 2y)/(1+2y). The exponential y/e itself can then be expressed 
as the product of a factor exp [— px/2Q4] —that has the same order of mag- 
nitude as exp [— px/2Q] if y is not large—by a second exponential term having 
a periodic exponent, and, therefore, intrinsecally stable. The lability is thus 
concentrated in the exponent — px/2QA. 

The situation is similar in the case of the variable-resistance equation, (11), 
where 


LEI dx RANA aia 
5 M Di 20 Py § Of 


as before, the lability derives from the first term of the exponent alone, since 
the other is periodic. 
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7. — The canonic equations. 


The extraction of the dissipative term brings the equations to Hill’s form (4), 
which we shall term canonie for brevity. In the canonic equations we shall 
have to determine the conditions for the existence of a solution z having a 
positive lability given by an exponent px/2Q (px/2QA in the case of variable 
inductance). 

The canonic equations are the following: 


(variable capacitance) : 


7 A : 1 + 2y cos & 
(1 + 2y cos #)z"+ yf 10? La == (1) 5 
(variable inductance): 
p? py sin 4 ] 


(1 + 2y cos 2)" Tp 10112 =0, 


= % 
+ 2y cosx) Q1+2ycosaef 


(variable resistance): 


| f 2 p* pf 9 ) P\2 “i 
I 1? 402 | Pm 2 COS 8a) se 


| 
SIN Oe 
J 


It is seen that the canonic equations still contain the same parameters, 
P; y, and Q, that appeared in the dissipative equations; at first sight, therefore, 
the discussion is not simplified by the extraction of the dissipative term. It is 
noted, however, that in the canonic equations, the parameter Q only appears 
in terms of the order of 1/Q? or of y/Q; as it is intuitive that, in order to obtain 
stable oscillations, the required y is the smaller, the higher is Q, we can regard 
both terms as having the same order of magnitude. 

To avoid formal complications, that would add nothing to the qualitative 
knowledge of the phenomenon, we shall now suppose that Q be reasonably 
high, so that 1/Q may be regarded as a first-order quantity: if this assumption 
is accepted, the canonic equations in the cases of variable capacitance or in- 
ductance will reduce to the same form: 


(8) (1 + 2 cos x)e"+ pz = 


which is equation (8). This is also the form to which (9) and (10) reduce for 
Q = co; it is, therefore, the equation of the non-dissipative, variable reactance 
circuit. The actual line of discussion regards the conditions for the existence 
of stable oscillations in the dissipative circuit as coinciding with those for 
which the non-dissipative circuit would exhibit « positive labile» oscillations 
with an increment equal and opposite to the decrement of the dissipative term. 
As has been shown, this is correct to the extent of terms of the order of 1/Q?. 
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In the same assumption, the variable-resistance equation reduces to 
RL pe = 0, 


which is the equation of stable oscillations of angular frequency p: in other 
words, the possibility of steadily increasing solutions vanishes, if terms of the 
order of 1/0? (or y/Q) are neglected. This is a logical consequence of the fact 
that in the variable resistance circuit the modulation is, let us say, imposed 
on the decremental term, so that it represents a « second-order phenomenon ». 
If we accept the second-order terms (but not those of higher order), the equa- 
tion becomes i 
a" + {p*|1— 35, + sin sta == (0) 

that is, a Mathieu equation. We may observe, however, that in the cases of 
variable reactance the effective modulation of the periodic term is, in any case, 
2y; whereas, in the present case, the modulation becomes y/Qp, i.e., the smaller, 
the higher is Q. The apparently paradoxical result is also a consequence of 
the fact that the modulated element is now the dissipative one, so that the 
relative modulation required is the smaller the higher is the dissipation, that 
is, the smaller is Q. 

The cases of variable reactance, for which the ideal equation is (8), can 
be regarded as more interesting than that of variable resistance; and this, 
both from the analytical point of view, since Mathieu’s equation is more 
commonly known than (8), and from the practical standpoint, since the variation 
of a reactance is a widely used method for frequency-modulation, production 
of warble-tones etc. Finally, the author (*) has shown that the discussion 
of (8) can easily be extended to cases where the coefficients of both 2” and z 
have the same trigonometrical form, thus extending, if necessary, the utility 
of the method of solution to cases of larger generality. 


Analytic investigation of the Fundamental Equation. 
8. — Choice of the ‘ Fundamental Equation ’”’. 


For the reasons given above, we regard as fundamental equation the 
form (8) 


(8) : (1 + 2y cosa)e"+ pa =0, 
which is «tangent at y = 0» to the Mathieu equation 


(aia) 2’+ p(1— 2y cosxvje = 0. 


(9) See Footnote (4). 
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As has been stated above, equation (7) has been assumed as representative 
of the phenomenon in earlier researches (7), in view of the fact that Mathieu’s 
equation has been investigated long since. As has been remarked in Section 2, 
however, the substitution of (7) to (8) is by no means legitimate if the pur- 
pose of the research is that of determining the conditions of stability. For 
instance, Mathieu’s equation, written in form (7), has regions of lability that 
start, at y=0, at all values of p being integral multiples of 4; equation (8), 
instead, has only the « odd» regions of instability, i.e., those which begin at 
y=0, p=(2n+1)/2 (n=0,1,2,...). Since y can be regarded as small, for 
the purposes of the following discussion, even at values which are actually 
rather large—such as 0.25 or more—the physical discrepaney between the 
behaviours of the two equations is quite apparent. 

The properties of (7) are regarded as known; those of (8) have been dis- 
cussed by the author in a number of memoirs (8) in most of which, however, 
the attention was focused chiefly on the analytical, rather than physical, aspects 
of the resolution. In the present paper, we wish to consider the physical side 
of the problem; analytical conclusions will be expounded briefly, with the only 
purpose of justifying the results. Paragraphs having a purely analytic interest 
are printed, below, with closer interspacing, so that they may be neglected if 
the proofs of the results quoted are not of interest. 

Figs. 1 and 2 give the form of the first regions of lability, for equation (7) 
and (8) respectively, in the 


(p, y)-plane: the figures show yo AYA, TS 

the essential divergence in 6 4 4, ÒÒ 
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Fig. 2. 


(7) B. VAN DER Pot: Proc. I.R.E., 18, 1194, (1930); W. L. Barrow: Proc. 
I.R.E., 21, 1182 (1933); W. L. Barrow: Proc. I.R.E., 22, 201 (1934). 

(8) E. CamBI: Proc. I.R.E., 36, 42 (1948); E. Campi: I 1948; E. CAMBI: Proc. 
Roy. Soc. Edinburgh, 63, part. I, 27 (1950). 
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the smallest values of y. Actually, the regions of lability of Mathieu equation 
expand, with increasing y, so as to practically cover the whole plane (°); 
equation (8), instead, is stable everywhere for 2y > 1 (a case of no physical 
interest), while, for 2y < 1, it has only the «odd» regions of lability, and, 
among these, only the first is of reasonable size. 

The fact that almost the whole ordinate p = } belongs to a region of 
lability, is the analytic confirmation of the results already obtained by LoRD 
RAYLEIGH and others (Sec. 1), concerning the existence of « resonances » when- 
ever the perturbing frequency was double fo the static resonant frequency of 
the system. In an electric RLC circuit, for instance, the conclusion is rather 
intuitive: when the circuit resonates, the plates of the capacitor are subject 
to a force at twice the resonant frequency: the present result is that, when 
the capacitor is periodically deformed at twice the resonant frequency of the 
circuit, the latter can exhibit a permanent oscillation, provided that certain 
conditions are satisfied, which are investigated below. 


The curves of fig. 2 are taken from the paper third quoted in footnote (8); 
those of fig. 1, relative to the Mathieu equation written in form (7), are ob- 
tained by transforming in terms of p and y the eigenvalues given by Ince 
for a different formulation of the equation (1°). Ince’s values cannot be uti- 
lized for the determination of the boundaries of the first region of lability 
(p = 4); the latter, consequently, have been computed directly. 

The equations of the two boundaries of an « odd» region of lability can be 


written in a form that is valid for both equation (7) and (8) 


+y+6G9- 2 


where the function G(a) stands for 1 — a*/p? in the case of Mathieu’s equation 
for 1 — p?/a? in the case of equation (8). Given y and assuming 1/p? (or p?) 
as the unknown, the equation is readily solved by iteration. 

Mathieu’s equation has also «even » regions of lability, bounded by curves 
where the continued fraction 


2 
= 3 
Me 


GQ)——_ 
(2) ee) 
assumes the values zero or 2y?. In the case of (8), these regions are lacking, 
since the two boundaries coincide. 


(10) M. J. O. Srrurr: Lamésche, Mathieusche und verwandte Funktionen (Berlin 
1932), fig. 3. 

(*°) E. L. IncE: Ist paper, Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 46, 20 (1925); and paper, 
Proc. Roy. Soc. Edinburgh, 46, 316 (1926). 
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9. — Determination of the characteristic exponent. 


In order to formulate the problem clearly, we need deduce an obvious, 
and well-known, consequence of Floquet’s theory. Jf 2(x) satisfies the con- 
dition 


for any value of x, we can write 
2 = exp (1a) P(x) , 


where P(x) is periodic (period 27) and «, is a constant, real or complex, which 
will be termed the characteristic exponent (of the power of e**). 

It suffices to write o = exp[2ziu,] and to multiply both sides of Floquet’s 
equation by exp [iu x]: é 


exp [iu .x]-2(a+22) = exp [iu,(x+2z)]-2(z) 


to conclude that 2(2)-exp[— ir] is a periodic function. 

If the characteristic exponent is real, the exponential factor in z(2) has 
unit modulus, and (x) is stable: if «, is an integer, 2(4) is periodic with period 27; 
if «, is an odd multiple of 3, 2 is « half-periodic », as defined above, since we 
are then in the case 9 =—1. 

In the present order of approximation, that is, to the extent of terms of 
the order of 1/Q?, in order to find the conditions for the solution of the dissi- 
pative equation to be stable, we shall have to find the values of p and y, at 
which the exponent u, has an imaginary part + 7ip/2Q (or + ip/2QA, in 
the case of variable inductance), so that one solution z may exist, increasing 
with time as exp [px/2Q]. 

The research of the eigenvalues of p and y at which the solutions admit 
of a given value of the exponent u, is very complicated: the discussion is better 
developed, in direct form, by determining u,, given p and y. In this form, 
the problem was solved by Hirt, in the case of equation (2), through the 
introduction of an infinite determinant. In the case of equation (8), we shall 
employ a different method, functionally clearer, since Hill’s method, applied 
to (8), would lead to a divergent determinant. 

As a condition for « to be a characteristic exponent, we shall require that 
the function exp [— iu,x]-2(”), where z is a solution of (8), may be periodic: 
(8) itself shows that this function is certainly regular in a strip of the «-plane, 
bounded by two parallels to the real axis, where the periodic singularities, 
1+ 2y cosa = 90, lie. 
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We shall limit ourselves to a summarized discussion of the determination 
of wu), to justify the conclusions; as the summary is in itself rather laborious, 
the reader is referred to the paper quoted in footnote (8) for a more exhau- 
stive development. 


The fact that a function is periodic with period 27 in the w-plane implies 
that it be a uniform function of t = exp [ix]: if the regularity of the function 
of x is limited to a horizontal strip containing the real axis, the uniformity 
in the t-plane will be confined to an annular region containing the unit circle. 
In the present case the singularities in terms of « are at 1 + 2y cosa = 0, 
that is, at points where 

exp [ia] = ==", [4 = Vi—4y4| A 


the two circles bounding the region of uniformity in the #-plane are, thus, the 
circles with centre in the origin, and passing through the points ¢ = P = 
=(-14+ 4)/2y, and t=Q =1/P = (—1— A)/2y. As the function is no 
longer uniform beyond these circles, the t-plane must be cut between 0 and P, 
as well as between Q and oo. 

In the cut plane, a path of integration encircling the origin and P can be 
deformed continuously into one encircling Q =1/P and infinity. If « is a 
characteristic exponent, therefore, the Fourier transform 


(16) V(u) - [esp [ tua] e(a)da, 


of a solution of (8), expressed in terms of ¢ along a closed path encircling the 
origin and P, must be equal to the same transform computed along a path 
encircling co and €. 


We easily deduce, from (16), the expression of other transforms; for instance 


V(u+1)+V(u—1) 


> dI 


di 


| exp [— dux] cos w-2(v) da = 


and, integrating by parts, 


Jexp [— tucle' (a) da = zexp [— iva] + in| exp [— iux]z(a)do = iuV(u), 
since the first term vanishes, as the path is closed. We similarly find — w?V(w) 
as the transform of the second derivative, and so on. 


By applying the transform to (8) we easily find for V(w) the functional 
relation 


(17) y(U + 1)?V(u + 1) + [u?— p?]V(u) + pwu—1)?V(u— 1) = 0, 


that is, a difference equation, linear, of the second order. By assumption, the 
equation is solved by the Fourier transform in terms of t along any closed 


POSSIBILITY OF FREE OSCILLATIONS IN A VARIABLE-PARAMETER RESONANT SYSTEM 156 


path of the t-plane, particularly along the paths (0, P) and (co,@); if wu is a 
characteristic exponent, and only in this case, these two solutions, which we 
shall indicate by V, and V,, are equal to each other. 

We shal write the condition, necessary and sufficient, in the form 


Vi(4) Va(u) 


Du) = 107 


Vi(u + 1) Vi(u +1) 


that actually only establishes the proportionality between V, and V,. We 
shall find it convenient, however, to write the condition in this form since 
the difference equation (17) is homogeneous, so that any solution is undeter- 
mined, to the extent of a factor, constant, or periodic with period unity. As 
V, and V, are solutions of (17), the determinant D(w) assumes a simple form: 
writing (17) for V= V, and for V= V, and eliminating the term (wu? — p?), 
we easily find 


(u + 1)?D(u) = (wu —1)?D(u—1). 


If we multiply both sides by u?, we conclude immediately that the function 
u?(u + 1)*D(v) is merely periodic, with unit period. The conclusion is valid 
no matter which solutions of (17) are considered; in the present case, where 
the solutions are defined as the transforms of z, we are in a position to give 
the explicit expression of said periodic function of v (which vanishes when wu 
is a characteristic exponent). 

We shall first remark that, according to (17), the function u?V(u) = W(u) 
satisfies the difference equation 


(18) yW(u +1) + — p?/u?]W(u)+ yW(iu—1) = 0, 


and that the determinant constructed with two solutions of (18) is simply 
periodic, as it coincides with the above expression u?(u + 1)?D(w). As we are 
interested in the values of W that make D(w) vanish, we can replace the con- 
dition for V(w) by 


Wi(u) W.(u) 
(19) | ne 


|Wi(w +1) W.(u +1) 


We can obtain some simple conclusions for the solutions of (18). For |w|—>co, 
(18) tends to the difference equation yW(u +1) + W(w) + yW(u—1) = 0, 
which is satisfied by W(w) = A“ if yA?4+ A+y=0. The two roots are 
A=P={(-1+ 4)/2y, and A=Q =1/P = (—1—4)/2y. Equation (18), 
therefore, will admit of two independent solutions that tend, for u + + co, 
for instance, to zero and infinity respectively, as P“ and P-*. Due to the parity 
of (18) in terms of «, there will also exist two solutions tending to the same 
limits for u >— oo; but this pair of solutions does not coincide with the former: 
both integrals of the first pair, in fact, are non-analytic in the left half-plane 
of the variable wu. This will be seen presently. 
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If we solve (18) for W(u— 1): 


W(u)— Ww +1); 


ili 2 
Wai af 2. 


and consider integral values of u, we immediately see that, so long as u> 0, 
the value of W(u— 1) is finite if those of W(w) and W(u + 1) are finite; but, 
at u =0, W(—1) becomes infinite as p*W(0)yu?; and second-order poles are 
necessarily present at any negative integral value of wu. The conclusions are 
similar, for positive integral values, if we solve for W(u 4 1) and consider 
those solutions which are limited at u = — oo. 

The solutions which must be introduced in (19) are the well known Fourier 
transforms; out of which, one tends to zero for « + + co, the other for 
u—>— oo, ag is seen immediately if the transform is written in terms of 
x =—ilogt and it is noted that the imaginary part of « is negative along 
the paths corresponding to (0, P), positive for (00, Q). 

As any solution of a linear, second-order difference equation can be written 
as a linear combination of two independent solutions, it is evident that the 
solutions tending to zero for v tending to + co respectively are unique, and 
coincide with one of the two transforms, since the other tends to infinity for 
the same values of vu. The useful solutions are, therefore, that which behaves 
like P* for u > + co, and that which behaves like P-* for u > — co. 

For what concerns the left hand side of (19), we know that it must be a 
periodic, uniform function of u, having second-order poles at any integral value 
of « (*). It must be, therefore, a rational function of exp [277u], of the form 


: b c 
(20) pater aia ets ai exp [2m1u] — 1 a (exp [2aiw] — 1)?” 
where bd and c are constants, and a, having no finite poles, is a polynomial in 
its argument. 

The two solutions W, and W, to be introduced in (19) coincide asympto- 
tically, in their half-planes of regularity, with P and P- respectively, as 
stated above; the regions of regularity have a common strip between the lines 
Re (u) = + 1: the first pole of either function, in fact, is found at w= +1 
respectively. In this common region, the modulus of v can be made tend to 
infinity by making wu = +700. 

In the limit, the left hand side of (19) tends to P-*-— P = Q— P =— A/y; 
the expression (20), which must be equal to the above, tends to two different 
limits, namely: 


for w+>—io, to alco) =—Aly, 


for uw>+ic, to a(0)—b+e=—Aly. 


(*) The discussion on the behaviour of W(w) concludes for the existence of second- 
order poles at negative integral values of wu only (positive integral for the second solution); 
but the periodicity entails the existence of poles at any integral value. 
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The first equality shows that the polynomial a, being limited at infinity, 
is merely the constant — A/y; we then deduce, from the second equality, b= ec. 
The expression (20), that is, the left hand side of (19), then becomes equal to 


A Dean! 
y Asin? zu’ 


the constant b is to be determined. 

Since we know that the solutions that vanish for « + + co are (propor- 
tionally) unique, we conclude that the solution W,(w), vanishing at wu + — co 
is merely (proportional to) W,(—w): so that 


ARL \Wi() E 


i) 


Multiplying by w? and making w tend to zero, we have immediately 


DIL = lim u?- Wa(0) o) p°Wi(0) 
477? : 


W,(1) p?W,(0)/yu? ? 
Finally, 


_ 5 _ mp? W*(0) 
A 3 


) 


and the equation for the characteristic exponent becomes 


by __n°p°Wî(0) 
Coi A i 


(21) sin? wu = 


10. — Actual computation of the exponents. 


The determination of the exponents %, given y and p?, is thus reduced 
to the solution of equation (21), where, we recall, W,(0) is the value, for vu = 0, 
of that solution of the difference equation (18) which tends to zero like 
P«= ((—1+4)/2y)*for u—+-+o00. The function X(u) = P-“W,(u) obviously 
assumes, at w—0, the same value as W,; and satisfies the difference equation 
io 


aos 


“al LU) + X(w—1) = 0, 


(22) PX) 3 


which is obtained from (19) through elementary substitutions. 
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In (22), P=(—1+ A)/2y is of the order of —y, while P/y =—1—P?. 
If we write for brevity m in the place of P?, (22) becomes, rearranging the terms 


(23) G(u)X (uw) — X(u—1) = m{X(u + 1)— E(u) X(w)} , 


where G(u) stands for 1— p?/u?, according to the notation used in Sec. 7. 
Suppose X(w) is expanded in a power series of m around m = 0: 


X(u; m) = X(w; 0) + Xym + Xm? 4+ Xm +... ; 


substituting into (23) and equating the coefficients of the powers of m, we 
find, for the functions X,(w), the difference equations 


G(u)X (uv) — Xo(uw—1) = 0, 
G(u)X,(w) — X,(u —1) = Xu + 1)— G(u)X(), 
G(u)Xo(w) — Xp(u — 1) = Xy(w + 1)— G(u)X,(u), 


ete., where X,(w) stands for X(w; 0) and the remaining X, are easily expressible 
in terms of the derivatives of the same function at w = 0. The first-order dif- 
ference equations satisfied by the X, all have the same form: once the first 
equation (which is homogeneous) has been solved, the others are solved recur- 
rently, since they are complete equations of the same form, where the right 
hand side is expressed in terms of the solution of the preceding equation. We 
are interested in the solutions for which lim X,(w) = 1, lim X,(u)= 0 (i #0) 
for u > + oo. 
The first equation gives 


Xo(U) al u? u? 
Xu—1) Gu) u—p? (u—p)u+p)' 


and is solved by 


Xo(U) = 


(COLA 1); 
(u—p)l(u+p)! ”’ 


as the limit of the expression is unity, X,(w), defined as above, is the solution 
sought. The successive equations all admit of particular integrals of the form 
c(u)X,(u); direct substitution, having in mind the equation satisfied by 4, 
gives, for the function e;(w) 


Xo( ae) SEE (a1) Cal + 1) 
Xe ST GG (Gee) 


c;(w) — e,(u —1) = ¢,,(u + 1) CU) . 


If we write the relation with « + 1, uw + 2, etc., in place of w and add, 


(*) If x is not an integer, x! is defined as I(x + 1). 
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we formally obtain 


if 
24 ‘i = Cia 1 Ci-1 2 (i p 
(24) c{u)=c;u+1)+c_i(u+2) na ) + 


1 
i I a= oe = tebe eit 
ecg li G(u + 2)G(u + 5) aor 
a similar relation also holds true for è = 1, if we replace ¢,(w) by unity. 


It is easily shown that the series (24) are convergent, and tend to zero 
for u—+-+oo; since X, tends to unity, the function 


X(u) = Xo(U){1 + me,(u) + m?e,(u) + ...} 


is the desired solution to (23). As m = P? is of the order of y?, the series 
converges rapidly enough to make it generally legitimate to stop the expansion 
after two or three terms, at least for reasonably small values of y: moreover, 
the first two terms of the expansion of X(0) can be computed at once through 
the results 

_ sin zp. 


OPE 
(0) = i (0) = 14 Fz mp cote xp , 


the proof of which is not difficult and is omitted for brevity. 
Once X(0) has been computed, the possible exponents «, are given as 
roots of (21): 
292 X? 
(21) sin? 774 = Pio) 


= A°(p, 7). 


The function A(p,y) can be tabulated, by the method described above, 
up to values of 2y, i.e., of the relative modulation, fairly close to unity. At 
reasonably small values of 2y—say, smaller than 0.6—the constant A can 
be computed to a remarkable accuracy, for instance to eight or more decimal 
places, without a prohibitive amount of labour; the procedure, instead, becomes 
increasingly laborious when 2y increases, and it is expected that it may di- 
verge at 2y =1. 

For convenience, the values of A are given in Table I in a region of the 
(p, y)-plane that encloses most of the first labile region of equation (8) (Fig. 2) 
The values of A=1 determine the points where « = 3: these points are on 
the boundaries of the unstable region, which coincide, of course, with the 
curves given in the papers quoted in footnote (8). (*) 


(*) For the completion of the computations inherent to the function A — which 
are often very laborious the author is deeply indebted to miss Dr. M. L. D’ATRI, 
who took for herself most of the work. 
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11. — Curves of constant increment. 


Inside the region of lability, where A > 1, the differential equation admits 
of one solution that increases with x as e, if a is the coefficient of the ima- 
ginary unit in v, as defined by (21). The determination of a, which will be 
termed exponent of lability, can be carried out without difficulty, once A is 
known. If we write u = }-+ tia, (21) becomes 


(25) cosh? za = A(p, y) ; 


Floquet’s factor exp[iux] can then be written exp[ax]exp[ix/2] for the 
solution of (21) where the imaginary part is negative; in terms of the time 
the factor becomes exp [amt] exp [iut/2]: the second factor shows that the 
frequency of the oscillation is always one-half that of the perturbation: the 
first factor shows that, in the non-dissipative circuit, the oscillation would 
increase in amplitude as exp [amt]. 

To solve equation (25) for a, it suffices to remark that, if cosh 7a = 14-4?, 
we can write 


se VI 75 He i 
nti ig SR el 


The basic question of the possibility of permanent oscillations of a dissi- 
pative circuit is thus reduced to the problem of finding the eigenvalues at 
which the increment of the non-dis- 
sipative equation equals that of the 
exponential exp [px/2Q]=exp[ot/2Q] H 
(exp[@t/2Q4] in the case of variable SSS S55 AT 
inductance). This procedure, we IS DE 
recall, is only approximate, to the 
extent of terms of the order of 1/Q?. 

The regions of possible oscillation 
are, then, those bounded by the 
lines a = p/2Q = constant, that is, 
by the lines A= cosh zp/2Q. From 
the table of the values of A (Table I), 
we can readily construct the lines 
A= constant, loci of constant values 
of the «lability exponent» a (Fig. 3). 
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Fig. 3. — Chart of the exponent of lability 

(imaginary part of the characteristic expo- 
If the values of A, as given in nent)for equation (8). Numbers on the 

Table I, are differenced, we note curves are the values of 1000 a. 
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that the second difference is remarkably constant, within a «graphical » 
approximation; the third difference, for steps of 0.005 in p and constant 
(not very large) y, is usually smaller than 10-5, for a relative modulation 
smaller than, say, + 50%. This means that, in a graphical approximation, 
the curve giving A as a function of p, for given y, is practically a quadratic 
parabola with a vertical axis; the points A = const can then be obtained by 
pairs, Symmetric with respect to the abscissa of the vertex, which, in turn, 
is easily found as the abscissa at which the first difference vanishes. In this 
way, though the values of A were computed between p = 0.44 and p = 0.545 
only, the curves wu = const can be extended to approximately p = 0.30, by 
simply noting that points of equal ordinate are symmetric with respect to the 
locus of the minima of y, i.e., of the maxima of a. 


12. — A digression on Mathieu’s equation. 


Curves of constant increment, that is, of constant «exponent of positive 
lability », could similarly be defined inside the labile regions of Mathieu’s 
equation (fig. 1). As far as the author is aware, such a research has never been 
performed. 

It is thought that an account of the discussion may be of interest, from 
the analytic point of view, since it can put into evidence the analogies and 
discrepancies between the two allied equations. If, in Mathieu’s equation 


(7) y+ pr(1— 2y cos xjy = 0, 


we replace y by Floquet’s expression 
y = exp [iux] > A, exp [ina], 


we find for the A, the infinite system 


VAn-+ Gu +tn)A,—yAnn =0, (n=...—2,—1, 0,1, 2, ...) 


where G(w), in conformity with the notations of Sec. 7, stands for 1 — u?/p?. 
The system can be solved if Hill’s infinite determinant 


2 1 n) 0 0 0 = 
a Gand Gab : : i 

Huis | = 0 aa 1 ni 0 = 
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vanishes. According to Hirt (14), the determinant, which is a function of w, 
as well as of the two parameters p and y, can be written 


sin? ww 
sin? zp’ 


: H(u) = H(0)- 


where H(0) is a function of the parameters alone. The equation of the charac- 
teristic exponents becomes 


sin? zu = H(0)-sin? ap . 
The determinant H(0) is obviously Symmetric, since G(u) is even: by 


expanding the determinant according to Laplace’s rule, we can write its value 
in the form 


H(0) = K(0)K(1) — aCe K(1)K(2), 


if A(w) is the semi-infinite determinant 


Gu + 2) 


which is obviously convergent, and satisfies the difference equation 


(26) K(u) = K(u +1) ui pa Eu +2), 


as is found at once by expanding with respect to the first row. 
According to (26) 


IU K(1)K(2) = K(1){2K(0)— K(1)}.. 


G(0)G(1) 
The equation for the exponents becomes 
(27) sin? wu = sin? zp: {2K(0)— K(1)}}E(1). 


(14) E. T. WHITTAKER and G. N. Watson: l.c., p. 415. 
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In the case of our equation (8), the condition (21), where 


X(u) = X,(w){1 + qm + cm? + ...} = X,(u)S(u) , 
becomes 


2 
sin? zu = sin? wp 2 DO ; 


remembering that X,(0) = (sin ap)/ap. 

The series S(w) satisfies a difference equation that can easily be written, 
remembering that S(w) is the ratio between X(w) and X,(w), which, in turn, 
are solutions of known difference equations. We find 


E Se de, i) 20) 

G(u)G(u + 1) y ; 

where G(u) now stands for 1— p?/u?. If we write S(u) = (y*/P*)T(u + 1), 
we find for 7 the difference equation 


y? 
formally identical to (26) apart from the different definition of G(v). Z(u) could 
thus be expressed as a semi-infinite determinant analogous to K(u): owing 
to the new definition of G, however, the determinant happens to be divergent. 

The success of the procedure described in the above Sections for the deter- 
mination of the characteristic exponents is probably due to the fact that 
the condition has been expressed in terms of a function S(w) which is con- 
vergent for any value of «, but is proportional to T(w) (through the vanishing 
factor y“/P*). 

We shall not further develop the argument of analogy, though it could 
lead to elegant conclusions, having, however, a purely analytical interest. 
We limit us to remark that, according to (27), the lines uw = constant in a 
Mathieu equation are the lines where K(1){2K(0)— K(1)} = const; and that 
the function K(w), instead of as an infinite determinant, can be computed as 
a solution of the difference equation by writing 


K(u)=1+ e(u)y? + e(u)yt +... . 


Substituting, and equating coefficients of powers of y, we find 


it 
2 

Cau + 1)—e@,(u) = Te) 
92 

c(u + 1)— (4) = si, 
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and so on. The equations are «directly summable », and it is believed that, 
owing to the convergence of G(u) to zero for increasing wu, the method may 
result truly practical for computational purposes. 


13. — “ Oscillability ’’ of real, dissipative circuits. 


The knowledge of the exponent of lability a, given in Fig. 3 as a function 
of p and y, makes it easy to deduce the nature of the perturbation to be im- 
posed to the variable element, in order to keep the circuit in a permanent 
oscillation. 

If the variable reactance is the capacitor, the condition for « oscillability » 
will be that a = p/2Q: inside a curve Y = const any point represents a couple 
of values of (p, y) that can maintain the oscillation in any circuit having a Q 
not less than that indicated on the boundary curve. As Q is a function of 
a and p, the curves 
Q = const (Fig. 4) are - | is 
not the same as the 
curves a — const of I; 


Fig. 3. An inspection ,, I [ 2 

of Fig. 4 immediately ale 3 

shows that the inner 9777] | og 

curves, corresponding ,, wall al | E 

to very low values of + + ai 

Q are actually unre- ~ il oo a iE da 

liable: at a low Q, in 20 al! 10 

fact, the assumption I Wal | 20 

of (7) as the non-diss "TLL ee ea y | 
sipative equation valid ql at a = ana 


«after extraction of 
the dissipative term » 
cannot be accepted 
with a reasonable ac- 
curacy. The curves where Q has a low, constant value, should be deduced as 
the curves of « positive lability with exponent p/2Q » of the complete equation 


Fig. 4. — Curves Q = const in the first labile region of 
equation (8). 


al 2 8 x 
(1 + 2y cos a) + p? (1 — aed a Je=0, 


4Q? 


given at the beginning of Section 7. 

Such a discussion, however, has actually, only a limited interest. Fig. 4 
shows, for instance, that the curve Q = 20 (a value for which 1/Q can nor- 
mally be regarded as a first-order quantity) is very close to the boundary of 


166 E. CAMBI 


the region of lability: this suffices to conclude that dissipative circuits having 
a reasonable can be brought into oscillation by a perturbation corresponding 
to a point sufficiently internal to the region of lability. 


The exact discussion, if necessary, can be carried out without a prohibitive 
difficulty. The allied difference equation satisfied by the Fourier transform, 
and analogous to (17), becomes 


yf tay + Pe) Ve +2) + fe + pe vw) + 
+7|u—1" + Z| va—1) =0, 


and the condition for the characteristic exponent can be expressed, as usual, 
by making equal to zero the determinant of two transforms defined along 
the usual paths. In terms of a variable W(u) = (u? + (p?/4Q?))V(u) the dif- 
ference equation becomes 


yW(u+1)+G()W(u) + yWu—1)=0, 


identical to (18), apart from the different definition of G(w). The conditions 
that make the determinant of form (19) vanish, are also those at which the 
determinant of the two solutions V, and V, vanishes. An equation of form (19) 
is thus the equation of the characteristic exponents, even in this case. 

The discussion is just similar, with the only complication that the function 
G(u) now contains Q, so that the numerical discussion must be developed 
anew for every value of Q. 


In the case in hich the modulated element is LZ, the curves Q = const can 
also be deduced from the curves a = const of Fig. 3; however, as the con- 
dition for stability is a = p/2QA, the value of Q depends on a as well as 
on p and y; the curves «of oscillability »—valid to the first order in 1/Q—are 
thus even different from those of Fig. 4. Their determination, however, is 
immediate. 

The other equations considered in Section 7, as well as other equations 
of the same type, can be discussed by methods much similar to that discussed 
in the present paper; there is no doubt that any case can lead to peculiar and 
elegant conclusions, and also offer peculiar difficulties, so that any of them 
can constitute the subject of a particular research, the general lines of which, 
however, can follow closely those of the present discussion. 

We wish to remark, finally, that the area actually explored is only a portion 
of the region of lability: at high values of y, the method given fails. From 
the physical point of view, the circumstance is normally of little importance, 
since the method is still practical even at modulation percentages which are 
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no longer practical from the point of view of realisability. The problem of 
exploring the region beyond the limits allowed by the approximated method 
described above corresponds to that of writing the solution of the difference 
equation (18) at values of p and y, at which the series expansion in powers 
of P? is impractical. An account of different methods for solving the difference 
equation is given in a paper of the author, proposed for publication to the 
Journal of Mathematics and Physics. 


Discontinuous variation of the parameter. 


14. — Equations with discontinuous periodic coefficients. 


The case of a system where the parameter is « switched » periodically from 
a value to another is particularly interesting, for two obvious reasons: first, 
because a periodic switch is mechanically very easily realisable; second, because, 
during an interval where the parameter remains constant, the equation has 
constant coefficients and is, therefore, elementary, though the system of equa- 
tions and conditions of continuity describing the phenomenon during the 
whole period, should necessarily obey Floquet’s theory. 

The «discontinuous periodic equations» yield, therefore, a very clear 
method of investigation of the properties of the equations with periodic coeffi- 
cients, without requiring analytic methods that may constitute a real novelty. 

The discontinuous equation companion to Mathieu’s equation (7) can be 
assumed to be 


(28) y+ pi(1— 2yy)y =0, 


where y is a discontinuous function having, for instance, the value +1 for 
a fraction of the period, — 1 for the balance. If the two fractions of the period 
are equal, (28) is a Hill’s equation, where the periodic coefficient is a « square- 
wave». 

Equation (28)—written in different form—has been investigated by MEISS- 
NER: the results, with particular emphasis on the eigenvalues, are reported 
by STRUTT (15); and it is noted that the regions of lability are distributed in 
a pattern that shows a striking resemblance to that relative to Mathieu’s 
equation. For a solution of (28) that should satisfy Floquet’s condition, 
MEISSNER imposed the continuity of y and y’ (y" is necessarily discontinuous 
according to (28)) and that the same functions should vary by a factor o at 


(C2) WI, dig Oe STRUCTA eon, no GIs 
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the end of a period. For the conclusions relative to equation (28), the reader 
is referred to STRUT®Ss work. 

The discontinuous equation that corresponds to the representative equa- 
tion of the variable-reactance circuit, namely, to (8), is 


(1 + 2yyp)y"+ p?îy =0, 


where y is supposed to have the value unity from —a to zero, —1 for 
0<a<a. The conditions to be imposed at the half-period transition (where 
the coefficient of y” varies from 1+2y to 1— 2y) depend on the physical phe- 
nomenon which is represented by the equation. We, therefore, shall pass 
directly to the consideration of a well-defined physical system. 


15. — Switched-capacitor resonant circuit. 


We consider a resonant circuit where the capacitor is varied discontinuously 
by periodically excluding and reinserting a «trimmer condenser», C,. For 
simplicity, we shall suppose that the insertion lasts just one half-period, and 
write 0 for the mean value of the capacity, C = © + C,/2; also C, = 4y0. 
The assumption that the two constant-capacity intervals should be equal is 
only introduced to shorten the discussion; more general cases are treated 
similarly witbout difficulty. 

The equation, during the constant-capacitance intervals, is 


d? d 
LO( + 2y) i + ROW +29) T+a=0. 


We write, as usual, ut = x, where u is 27 times the switching frequency: also 
LC =1; w/u=p. We obtain 


for ca<o<0,  (1+2yf+60+2ng+p4=0, 
for 0<ax<%x, (1— 2y)a" + & (1 — 2y)q' + peg = 0. 


Q, as well as ©, is defined in terms of the average capacitance: Q=wL/R=1/Rw(. 
The dissipative term can the «extracted» as usual by writing (in both 
equations) q = < exp [— pt/2Q]; the non-dissipative, canonic equations become 


for —a<%<0, (1+ 2y)e"+ p{1— (1 4+ 2y)/4Q2 =0, 


for O0<a<a, (1—2y)e"+ p{1— (1— 2y)/4Q?]}e =0. 
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The system, composed of the two equations and the conditions of continuity 
can be solved exactly at once. However, as the canonic equations still con- 
tain Q, any triple of values of the parameters would require a separate dis- 
cussion. - 

For the same reasons as in the case of continuous variation of the capa- 
citance, we shall hence regard 1/Q as a first-order quantity, and assume as 
jdeal, canonic equations of the discontinuous case, the couple: 


Ta) (1 + 2y)e"+ pa = 0 


f for 
(29) 
lfor  0<%x<x, (1 —2y)e"4+ pz =0 


which is also the system relative to a non-dissipative circuit (Q = co) where 
the product inductance x capacitance is varied discontinuously. 

(29) is the form first considered at the end of Section 14; that is, the equa- 
tion which is to (8) as Meissner’s equation is to Mathieu’s. As (29) has been 
deduced from a physical problem, we are now in a position to formulate logical 
conditions of continuity. 

We shall first remark that, so long as nondissipative circuits are considered, 
the couple (29) is also valid for a circuit where the inductor instead of the capa- 
citor is varied discontinuously: the conditions to be imposed for the continuity 
are obviously different from a case to another. As the case of variable induc- 
tance is a little less intuitive, we shall discuss first the case of variable capa- 
citance. 

As q is the total charge of the capacitor, and is proportional to, and 
homogeneous with, the charge itself, it is obvious that the two variables cannot 
remain continuous when a condenser €, is excluded or reinserted; but, at the 
moment of exclusion, that is, at 7 = 0, the derivative q’ or 2’ does remain 
constant, as it represents the current in the inductor; and so q" and 2° which 
are proportional to the voltage at the inductor’s terminals, and, therefore, 
to the charge of the fixed capacitor. It is thus logical to require that, at 
x=0, 2’ and 2" must remain constant: the charge, or 2, will obviously vary 
in the same ratio as the capacitance. 

When €, is reinserted, that is, at dt =— 2a, ©,..., the facts occurring in 
the circuit depend on a number of factors: but it is easily recognized that, 
in order that the present analytic formulation may be valid, we have to sup- 
pose implicitly a determined behaviour of the trimmer O,. Physically, during 
the interval of exclusion, the capacitor C, may keep its charge unaltered, or 
dissipate part of it, or even its totality in a natural or artificial leak. At the 
act of reinsertion, thus, the total charge (q or 2) must change abruptly by a 
fraction, from zero to unity, of the charge possessed by €; at the act of its 
exclusion. 


12 - Supplemento al Nuovo Cimento. 
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Together with this variation in the unknown, we shall impose, at the same 
instants, the continuity of the two derivatives: as a rule, however, the con- 
ditions are then too many. The circumstance is readily explained: any con- 
dition, that could imply a discontinuity in the current of the inductor, or in 
the voltage at the capacitor’s terminals, should originate a transient (spark) 
during which neither of the two equations would be valid. 

Consequently, if we wish to consider the phenomenon that can be repre- 
sented by the couple of equations (29) when the capacitor is switched (and the 
damping is zero) we must necessarily assume the continuity of 2’ and 2" both 
at «=0 and at «=a; furthermore, in order to write down the « Floquet 
solutions », we shall require that 2'(7) = 02'(— a); 2"(%) = 02"(— a). 

The variation of 2 at the discontinuities is deducible from (29): at 2=0, 
2 passes from — (1+2y)z"(0)/p? to — (1— 2y)e"(0)/p?, with the same value of 
2"(0) by assumption; the variation is 4y2”(0)/p?. At the end of the period con- 
sidered, that is, at «=, wehave «(a)=—(1— 2y)z"(2)/p?, which becomes 
— (14+-2y)e"(7)/p*® after reinsertion of C,. The variation is — 4y2"(7)/p?. 

If there is no leak in the condenser €, during the interval of its exclusion, 
the only possible solutions are those for which e%(7) = 2"(0); if the leak is 
such that the residual charge is o times the initial, we must have 2"(7)=o2"(0); 
if C, is inverted before reinsertion, and there is no leak, 2"(7) = — 2"(0); and 
so on. It is evident, from Floquet’s theory, that, in a « Floquet solution » the 
actual ratio of the values of 2’ at x and 0 is merely Vo: the root can assume 
two values, opposite in sign, corresponding to the direct and inverse reinsertion 
respectively. 


16. — Eigenvalues and nature of the eigenfunctions. 


As has been stated at the beginning of Section 14, the « discontinuous » 
equations now considered offer the great advantage of bringing into full evi- 
dence the most interesting analytical properties of the Hill equations, and 
—consequently—the most interesting physical facts concerning variable-para- 
meter systems, without requiring other than purely conventional analytical 
methods. We shall therefore discuss the system (29) at some length. 

z’ and 2" should be continuous everywhere; furthermore, they must vary 
by a factor o for an increase of 27 in x. The general solution of (29) is 


for —a<a“<0, 2 = A, 084,0 By sin 1,2 , 


for Oe = i, z= A, 084,0 + B, sin 4,0, 


where A, = pjVi 2205 
2 
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The continuity at x = 0 gives 4,B, = 4,B., ZA, = AZA2, so that the func- 
tion z in the second half of the period can be written 


for 0<x<%, @ = (41/42) {(A1/42) A, Cos 4,4 + B, sin 4,4} , 
and Floquet conditions become 


f — (A1/A2) A, sin Aw + By, cos Ax = oA, sind + oB, cos Aa, 


oP) | — A, cos A,aw— (A,/A,)B, sin Aw = — 0A, cos/,x + OB, sin Az, 


and can be solved for A, and B, if the determinant vanishes. As usual, the 
determinant is a quadratic polynomial in 0; remarking that (A,/A2 + A,/A,)=2/4, 
the determinantal equation becomes: 


sin A, sin A, ] 


(31) 0-20] cos A, COS Amt — ri j = == 0) 


The product of the two roots is unity, as is known; if they are written as 
exp [+ 2miu |] we deduce from (31) 


(32) cos 27, = COS A, COS Apa — ed 

If eigenvalues are sought, that is, values of the parameters at which %, is, 
for instance, an integer, or an odd multiple of 4, equation (32) can be mani- 
pulated so as to make easier its solution with respect to the parameters. Thus, 
if we write « for (A, + A,)7/2 and K for (A, — A,)/(A2 + A,), K? = (1— A)/(1+4), 
(32) becomes 


(32.1) cos 2a — K* cos 2Ka« = (1— K?) cos 27%, 
or 

(0201515 cos? x— K° cos? Ka = (1— K?)cos? 7%, 
(32.1.2) K? sin? Ka— sinza = (1— K?) sin? 7u,. 


The four forms of (32) are obviously equivalent; but the last two are partic- 
ularly useful for the determination of the eigenvalues in strict sense, at which 
the equation admits of periodic or half-periodic solutions. The right sides of 
(32.1.1 and 1.2) in fact, vanish for «, equal to an odd or even multiple of $ 
respectively: so that half-periodic eigenfunctions exist when 


(33) cosa = + K cos Ka, 
and periodic solutions when 


(34) sin « = + K sin Ke. 
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K is a function of y alone: the inverse relation is y = K/(1 + K?). Given y, 
and solved (33) or (34) for «, p is found from the relation 


ma 243° 
Li inni 


The solution of (33) and (34) for « is readily obtained graphically, by 
determining the abscissae of the intersections of fixed curves + cos a, or 
+ sin e, with the curves K cos Ka, K sin Ka: the useful range of K is from 
zero to unity. 

When K is rational, the equations can be solved algebraically: the simplest 
cases are when 4 and 2y are both rational: for instance, (2y, 4) = (0.6, 0.8) 
or (0.28, 0.96) etc. X can be written (1— A)/2y: thus, for 2y = 0.6, A = 0.8, 
K= }; for 2)=0.8, 4 = 0.6, 
K = }. The solution of (33) and 
(34) is quite simple in these cases. 


Fig. 5 shows the first regions 
of lability for the switched-capa- 
citor, non-dissipative circuit, in 
the (p,y)-plane. The compari- 
son with the curves relative to 
equation (8) (Fig. 2) shows only 
Fig. 5.— Regions of lability for a switched-capa- a partial resemblance: for instan- 

citor resonant circuit [equations (29)]. ce, the present discontinuous 

equation—like Mathieu’s equa- 
tion—has regions of lability even at integral values of p (*): for the equations 
of Meissner and Mathieu the resemblance is much more apparent (17). 


In order to discuss the character of the eigenfunctions existing along every 
locus of eigenvalues, we shall find it expedient to write in still other forms the 
eigenvalue equations (33) and (34). We first remark that each equation has 
a double sign, thus representing two curves: between them lies the region of 
lability. 

Remembering that a = (A, + 41)x/2, Ka = (A, — 4,)x/2, we transform (33) 


(*) The existence of such even regions of lability was experimentally detected by 
Barrow (1°) Proc. I.R.E., 22, 211 (1954) who, however, had foreseen their 
existence as a consequence of assumptions that are analytically incorrect. He discussed 
the equation, in fact, as if the variation of the capacitance could be assumed to be 
sinusoidal — while it was discontinuous in the experimental arrangement — and as 
if the equation could be approximated by a Mathieu equation. The conclusion, 
however, was qualitatively correct. 

CU SMa de OF STRUTT Ncw hoo omAnde4s, 
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and (34) into 


Case 1 (33, upper sign) tg = te ae = 2,14. | 

di “a Q ini il: , 
Case 2 (33, lower sign) = 24, | 
Case 3 (34, upper sign) tg an cot A = dala | 33 
Case 4 (34, lower sign) SA 


When one of these conditions is satisfied, the explicit form of the eigen- 
functions is easily obtained. The solution of the system (30), when the deter- 
minant vanishes, gives 


2 (A,/A,) sin A. + o sin Arr [(A5/4,)d + oa] + ad[(4,/Z)a + 
(41/4) sin A,z + o sin A,7r [(41/42)b + 0a] + ad[(4,/4,)a + 


’ 


b] 
] 


so | 
Sa 


writing momentarily a, b for tg A,77/2, tg 4,77/2. When one of the conditions 
(33), (34) is satisfied, the above expression reduces to 


TAR 1 È 
| i = — = cot? i in cases 1 and 3, 
(Bi a 7 


in cases 2 and 4. 


The ambiguity of sign is easily eliminated, according to (30): taking into 
account the relations between a and b, we find 


À E 
(eg tg — in case 1 
se cot dr} & : 
Bow # SRI As 7 CRM 
7 cot Di in case 3 
DI 
| La in case 2 
da | A 2 
pi ari E dar 
= a to | in Case, 4, 
RESO 


As A,/B, = (A,/A,)(A,/B,), the ratio of the coefficients in the second half 
of the commutation cycle has simpler expressions in terms of 4, than in 
terms of A;: 


in cases 1 and 4 


IT O 
= cot Di in cases 2 and 3. 
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The circumstance that the ratio of the coefficients of cos and sin equal 
tg or cot of 7/2 times the actual 7, makes it possible to express 2 as a function 
of x-+7/2: remembering the relation between, say, A, and A,, and under a 
suitable choice of the arbitrary constant, we can define the eigenfunctions 


as follows 
i 
[ Saver eee MSA 2 (+5); 
Case 1 (half-periodic) 
Mb IT 
0<x<%n, 2=—A sm Ea 22-35), 
| SLI n 
== <0, 2 Asim > sin Ay dan È 
Case 2 (half-periodic) 
Ayr IT 
| NR Sin Re i, 003 cos 4 (e 3) 
no AG bj 
—a<c<0, 2= A, sin — c08À dano ; 
Case 3 (periodic) n 
5 BNE IT 
OS = zii sin 22 cos iy (— 5); 
Ast. ui 
iO A, cos — sin A, tto 5 
Case 4 (periodic) 
Web TT 
| ou ge a, 008 53 sim 2, (0— 3), 
La If the trimmer is reinserted without 
5 CELA change of polarity, the variation of the 
705 charge at « =a must be equal and op- 
Di posite in sign to that at 7 = 0; the sign 
0 > case must remain the same if the trimmer is 
RE i inverted before reinsertion. This is suf- 
1 ficient to conclude that, out of the four 
0s aa analytical eigenfunctions, the cases 2 and 3 
CASE 3 
te p-05621 are also « physical » eigenfunctions, respec- 
tively half-periodic and periodic, for the 
LS case of direct reinsertion; the cases 1 and 
a : 4 are physical eigenfunctions for the case 
o Si 973  O£ inverse reinsertion, 
È N } Fig. 6 gives the first four eigenfun- 
=15 | ctions relative to the case 2y = 0.8: they 
Tage a scia exist, in the order, along the first four 


Fig. 6. — The first eigenfunctions of 
the switched-capacitor resonant cir- 
cuit, for 2y = 0.8. 


curves of Fig. 5. The form of the half- 
cycle, which is always a portion of sinu- 
soid, becomes more and more wavy, with 
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increasing order of the eigenfunction, since this increases p and, consequently, 
the «frequencies » 2, and À,. 


The eigenfunction existing along a given «eigencurve » is only one of the 
two solutions that the second-order problem possesses. The other solution 
(eigenfunction of the second kind) is unstable, and, as a rule, increases propor- 
tionally to x: this is the lowest rate of increase, as compared with that repre- 
sented by an exponential factor, no matter how small the exponent is, provided 
that it is positive. The construction of the functions of the second kind would 
constitute an interesting exercise of Analysis: as the physical interest, instead, 
is scarce, the discussion is omitted from the present context. 

It can be of some interest to recall that the fact that only one periodic 
eigenfunction may be defined for a given pair of eigenvalues, is almost a rule 
for Hill’s equations: double eigenvalues occur only exceptionally [an example 
is that of the even « eigencurves » of equation (8)]. 

The behaviour of the discontinuous equation (29) when 2y > 1 is more 
similar to that of Mathieu’s (or Meissner’s) equation than to that of the con- 
tinuous equation (8). In fact, (29) is unstable almost everywhere, when 2y > 1, 
while (8), as has been stated repeatedly, is stable in the whole region. The 
discussion of the stability is carried out without difficulty. 

When 27> 1, the «frequency » 2, = p/V1—2y becomes imaginary, and 
trigonometric functions of A, are replaced by hyperbolic functions. Lability 
occurs, according to the previous results, when the modulus of the right side 
of (32) is greater than unity. Expressing (32) in terms of a variable 6 = 
= (n/2)p/V2y —1 =—id*n/2, and of the ratio u = V(2y— 1)/(2y +1) the 
condition for instability can be written 


(4 + p/m)(d— up)(1 + pa/u)(1 — upa)> 0; 


if p = tg up, q=tghf. It is easily seen that the inequality is satisfied 
for most values of f: the only exceptions are the values of f comprised between 
the roots (tg uf)/u =—tgh f and (tg uwp)/u =— coth pf as well as between 
utg up = tgh fp, wtg up = coth 6. The regions of stability run along the 
curves (tg uf)/u =1 and utguB =1 and become narrower and narrower 
when £ (that is, p) increases. 


17. — Oscillability of the switched-reactance circuit. 


In the nondissipative circuit, the solutions are unstable whenever the 
exponent uw, as given by (32), becomes complex. This happens when the 
right side of (32) is greater than unity in modulus. Writing « = 3 + da, 
the «exponent of lability », a, is thus defined by 


+ (1— K?) cosh 22a = cos 24 — K* cos 2Ka, 
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according to (32.1). Here, K is a function of y alone, as is the ratio «/p. For 
a given value of y, the computation of cosh 27a as a function of p is quite 
elementary: the work has been done for the first region of lability, anda 
summary map of the values of a inside this region is given in Fig. 7. 

It is seen that the exponent of lability can 
assume quite large values; and this would sug- 
gest the possibility of maintaining, by the 
mere commutation of a capacitor, permanent 
oscillations in a dissipative circuit. From the 
physical point of view, the result is hardly 
acceptable: it is not seen, in fact, how energy 
could be supplied to the circuit by the mere 
operation of a switch. 
ieth 7 The ex ponenteonnice The contradiction is easily explained. Le 
bility a for equations (29). analysis was developed under the assumption 
Numbers are values of 1000a. that both 2’ and 2” should remain continuous, 

but it was not possible to introduce the further 
necessary condition that the variation of 2 at reinsertion (x = x) should be 
a given fraction, positive or negative, of the variation at the exclusion 
(€ = 0). The condition (in the assumption that the charge reinserted should 
be equal to the charge subtracted) was automatically satisfied along one 
of the curves |o|]= 1: this means that, under suitable conditions, a lossless 
circuit could be maintained in oscillation, and this is not a physical nonsense. 

Increasing oscillations, instead, such as appear to be possible inside the 
regions of lability, are, as a rule, physically inconsistent. The physical con- 
sistency requires that the second derivative at « =z be in a given ratio to 
that at « = 0: for instance, in the case of absence of leak, and direct rein- 
sertion, the two derivatives should be equal. With reference to system (30) 
this would imply that — 474, cos Ax — 4:4,B, sin Aa (=— ATA, cos Aia + 
+ 04îB, sin 7,7) should equal — 72A4,. It is evident that the condition (which 
adds a third homogeneous equation to system (30)) can be only exceptionally 
satisfied; as is the case, for instance, for 0 = +1, along one of the « eigen- 
curves ). 


n 
a 
(co) 


o hi uo 4 


(e) 


J «a 13 +4 >P.5 6 


The condition of «permanence of the charge » (or of a portion of it) can 
be introduced without difficulty; but, at has already been remarked, the intro- 
duction of a new condition is normally incompatible with the continuity of 
both 2' and 2", which, in the electrical case, are respectively proportional to the 
current in the inductor and to the voltage of the fixed capacitor: disconti- 
nuities occurring in these values would obvicusly originate transients not 
considered by equations (29). 

The situation is similar in the case of variable inductance, both if the vari- 
ation is obtained by paralleling an additional coil or by short-circuiting a part 
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of a fixed inductor. In both cases, the charge of the capacitor, that is, q or 2, 
should obviously remain continuous, and the same must be true for q’ (or 2’) 
which represents the current in the inductor. The second derivative, instead, 
cannot be continuous, since its product by the discontinuous value of DL must 
equal the voltage q/C which is continuous. An accessory condition, of « phys- 
ical consistency », is that, when the inductance is varied, the current must 
be zero; any different assumption would imply an abrupt variation of the 
current in a portion of an inductor, that is, an abrupt change in the energy 
stored in it. The discussion of this problem is not carried farther, since the 
case is only one of many similar cases, having the same individual interest, 
which can be treated in substantially the same way. 

In the case of continuous variation, the possibility of permanent oscillations 
in a dissipative circuit actually exists; the above discussion (Sec. 18) indicates 
under which conditions the phenomenon can take place. Physically, the con- 
clusion is explained by the fact that the modulation of a charged condenser 
(or of a current-carrying inductor) actually requires power from the modulating 
device, if the variation is obtained by materially displacing the plates of the 
capacitor, or the turns of the coil. This suggests that even a « discontinuous » 
circuit, where the variation of the capacity were obtained (instead of by in- 
sertion of a trimmer condenser) by compressing or expanding the condenser’s 
plates, could exhibit permanent oscillations: the conclusion, of course, should 
be confirmed by the analysis, 

The system would still be (29): but the conditions of continuity, instead 
of the two derivatives, should concern the charge itself, and the first deriva- 
tive (current); the second derivative, that is, the voltage, is discontinuous, 
since the capacity varies abruptly while the charge is unchanged. The energy 
stored in the capacitor undergoes abrupt increases and decreases alternately. 
In the case of permanent oscillations of a lossless circuit, the two discontinuities 
are equal in magnitude; in the case of a dissipative circuit, the energy absorbed 
at each cycle is greater than that given back at the successive change: the 
balance is dissipated in the circuit. 

Throughout the present paper, emphasis has been put more on the deter- 
mination of the characteristic exponent, than on the construction of the solu- 
tions; actually, the interesting problem was that of considering the possibility 
of free oscillation, that is, a purely qualitative one. However, once the char- 
acteristic exponent has been determined, the determination of the coefficients 
of the Fourier series appearing in Floquet’s expression is almost a trivial matter. 
The reader is referred to the author’s papers cited in footnote (5) for the 
actual construction of the solution, which is, as a rule, of only secondary 
interest: we limit ourselves to remark, here, that, so long as « is real (and 
the solution is stable), the solution itself can be written in real form as a 
trigonometrical series, that is, as a series of trigonometric functions of (u)+n)a, 
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with integral n, between zero and infinity. This is an obvious extension of 
Fourier series to which it reduces when « is an integer. 

In the case of discontinuous variation, the solution can sometimes be con- 
structed by elementary methods, as has been seen above. 

The examples could be multiplied and even involve other kinds of physical 
systems: for instance, mechanical systems, where a mass cannot change abruptly 
its velocity; nor its position, if a positional force is present, in agreement with 
the well known analogy force-voltage, position-charge, current-velocity ete. 
The detailed discussion of new examples would add nothing to the general 
knowledge of the problem, even though each individual example could re- 
present a useful and often elegant exercise. 


18. — Summary and critical Bibliography. 
By introducing, as a companion to Mathieu’s equation 


a) 2" + p?(1— 2y cose): = 0 
the equation 


(8) (1 + 2y cos a)z"+ p'z = 0, 


and giving a method for the solution of the latter, we dispose of the necessary 
analytic tools to discuss any problem of sinusoidally perturbed second-order 
differential system. 

Systems of this type give the analytical expression of a Jarge number of 
physical phenomena experimentally observed long since, and analytically 
discussed with more or Jess rigour, depending on the methods of approach 
available at the time. For a survey of these earlier researches, the reader is 
referred to the above cited paragraph 68 6, vol. I of RAyLEIGH’s Theory of 
Sound. The reader will remark that Rayleigh discusses an equation which is 
substantially that of Mathieu, with particular reference to the possibility of 
permanent oscillations, without recourse to Floquet’s Theory, nor to Hill’s 
method for determining the regions of lability; the theoretical approaches of 
FLOQUET and HILL, in fact, were only published between the first and second 
edition of Rayleigh’s book. Hill’s method was employed by RAYLEIGH him- 
self, for the discussion of the same problems, in a paper which is cited in the 
same paragraph of the Theory of Sound. 

The first discussion of the problem of the variable-parameter electrical 
circuit, with reference to frequency-modulation is probably that of VAN DER 
Pou (Ref. (*): the cases considered are those of a dissipationless circuit where 
the capacitance is varied sinusoidally, or discontinuously (square-wave): these 


> 
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are the cases corresponding to « telephony » and « telegraphy » respectively, in 
frequency-modulation. They correspond to those represented, in the present 
paper, by equations (8) and (29) respectively. van DER Pot, in discussing 
what would essentially correspond to equation (8), formulates the assumption 
that the quantities which, in the present paper, are denoted by the symbols 
y and p be, respectively, very small and very large as compared to unity. 
In these assumptions, he can solve the differential equation (written as a 
Mathieu equation, owing to the smallness of y) approximately, thus obtaining 
a solution in the form of a trigonometric series, having as coefficients of the 
successive terms the Bessel functions J, of an argument which is substan- 
tially yp. This expansion is just that which, following CARSON, can be written 
directly starting from a logical definition of a « variable frequency » *). The 


(*) J. R. Carson: Proc. I.R.E., 10, 57 (1922). Carson’s expansion can be regarded 
as the analytic expression of the « pure frequency-modulation »; the result can be 
obtained very easily, so that an account of it is in order. A pure sinusoid is generated 
by the projection of a point moving uniformly along a circle; similarly a « sinusoid 
of sinusoidally variable frequency » can be generated by a point that describes the 
circle with variable angular velocity. It is seen immediately that, if the angular velocity 
must vary (sinusoidally) between w+ 6 and © — 6, the polar angle varies as wt+ (6/y)- 
‘cos wt if w is the «angular velocity of variation », that is the modulating frequency, 
times 27. The expansion of, say, cos (wt + (d/4) cos ut) is, immediately 


J, cos wt — J, cos (w + pu) —J, cos (m + 2u)t + + ——..., 


— J, cos (w — p)t —J, cos (w — 2u)t + + ——...; 


the Bessel functions are computed in the argument 6/u (the modulation index of fre- 
quency modulation). This is Carson’s result (of course, if the phase of the modulation 
is varied, the signs of the successive terms may vary, and cos may be replaced by sin, etc). 

It is shown, without difficulty, that Carson’s expansion satisfies a particular equation 
with periodic coefficients: 


ny op sin ut SA 1)2 0 
enni. 7) ® cos W 0 
9 © + ò cos ut ; fo 


It will also be noted, in Carson’s expansion, that the « central frequency » appears 
to be w/2z; as wt = put = pz, this corresponds to make, in Floquet’s expansion, u=p: 
and it is easily recognised that this approximated value of wy is actually acceptable, 
both for equation (7) and (8), if y is small and the solution is stable; if this is the case, 
Carson’s expansion must also give an approximated solution, remembering that the 
relative modulation of the frequency is y, so that 6 = yw, and d/u = yp. 

On the other hand, it is to be expected, of course, that Carson’s expression may 
not yield a useful solution, in the case where the modulation is rather high, such as 
in the analysis of warble tones. The analytical discussion of such general cases is just 
the purpose of the present paper. Very interesting experimental determinations of 
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case of « telegraphy » (square-wave modulation) is treated similarly, by ex- 
pressing the result as a trigonometric series. 

No account is given of the existence of values of p and y that may result 
in a labile behaviour of the circuit. The conclusions are valid in the assumption 
that the solution is stable, and accept the approximation % = p. 

Possibly, the first result concerning the existence of regions of lability, 
and the only experimental confirmation—as far as the author is aware—of 
the possibility of permanent oscillations (at one-half the perturbing frequency) 
in a dissipative circuit is found in a paper by WINTER-GUNTHER (!). The 
circuit considered was a variable-inductance one, where the variable in- 
ductor was obtained by connecting in series the stator and rotor of an induction 
motor: the power dissipated reached values as high as several hundred watts. 
Following the method adopted by Lord RAYLEIGH in a mechanical analogue, 
WINTHER-GUNTHER establishes the conditions for stable oscillations (at one- 
half frequency) in a form that, in our present notation, can be written 


2p = V1—y cos 29 ; sin 29 = — 2p/Q, 


29 is an auxiliary parameter, defining the phase of the fundamental term of 
the oscillation, and can be eliminated between the two equations. The correct 
statement is made that the resonance can only occur at odd multiples of the 
resonant frequency of the circuit. 

Barrow (!°) considers the case where the variable reactance is the capa- 
citance, and distinguishes the case of sinusoidal variation of the capacity 
—corresponding to an equation of type (8)—from that of a similar variabi- 
lity of 1/C—corresponding to a Mathieu equation—and from that of « pure 
frequency-modulation » (sinusoidal variation of ©) corresponding to a Hill 
equation where the Fourier series extends to the second harmonic. The ap- 
proach to the solution, however, follows Hills method in any case; conse- 
quently, the general discussion is carried out, substantially, as if the equation 
could always be reduced to a Mathieu equation; the possible regions of lability 


the frequency of the trigonometric components of a warble tone are described in two 
papers of Barrow: Ann. der Phys., 11, 147 (1931); Proc. I.R.E., 20, 1626 (1932); 
[(7) and (8)]. 

For what concerns the amplitudes, it is seen that the spectrum of Carson’s expansion 
is Symmetric: it has been remarked by Vellat, T. VeLLar: Hlektr. Nachr. Tech., 
18, 149 (1941). however, that this is not always the case, when the modulating 
function is not purely sinusoidal . 

If the actual equation is discussed rigorously, the spectrum is found to be asym- 
metric in any case. 

(18) H. WInTER-GUNTER: Zeits. f. Hochfrequenetechnik, 37, 172 (1931). 

(19) Wi. L. Barrow: Proc. I.R.E., 21, 1182 (1933). 
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considered, therefore, are those of Mathieu’s equation. 

In a successive paper (2°), the same Author explicitly considers the pos- 
sibility of oscillations in a variable-capacitance resonant circuit. The results 
given in this paper, however, are rather uncertain. In fact, the variability 
of the capacitance was obtained by switching in and out a trimmer con- 
denser 4C; as has been remarked in Sec. 17 of the present paper, the case 
is physically less clear than that of continuous variation, from which it is, 
energetically, quite different. The behaviour of the circuit cannot even be 
represented by an equation (8), nor, still worse, by a Mathieu equation, as 
Barrow does. The experimental point of oscillation should be compared, 
more correctly, with the curves of Fig. 5; actually, BARROW compensated for 
the dissipation in the circuit by means of a feedback established through a 
vacuum tube, so that the corresponding equations where of form (29). In a 
nondissipative circuit the only analytic solutions having physical consistency 
are, according to the discussion in Sec. 17, those of types 2 and 3, if the leakage 
of the trimmer capacitor is zero and if the reinsertion is direct. The expe- 
rimental « points of oscillability » should lie on the curves marked 2 and 3 
in Fig. 5, rather than on the curves of Fig. 1. The oscillograms obtained were 
continuous and « substantially sinusoidal » (at resonance), because the quantity 
considered was the current, that is, g’, and because the modulation was rela- 
tively low. 


The author wishes to express his indebtedness to Prof. VITTORIO GORI, 
President of the Foundation « U. Bordoni », for allowing the present work to 
be developed as making part of the Research Programme of the Foundation. 


(20) W. L. Barrow: Proc. I.R.E. 22, 201 (1934). 
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Introduction. 


Le passage d’un nucléon a travers un noyau lourd (A ~ 100) va étre traité 
comme donnant lieu a une succession de chocs contre les nucléons qui com- 
posent le noyau. 

Le premier, GOLDBERGER [24], développant les idées de SERBER [25], sur 


(*) Les résultats expérimentaux, dont nous faisons ici l’interprétation, ont été 
publiés dans le Journal de Physique et le Radium, 16, 445 (1955). Tout ce qui se rat- 
tache a ce travail sur l’obtention des résultats expérimentaux est désigné par « Pre- 
mière Partie». En outre, pour commodité du lecteur nous croyons bon de donner 
ici un résumé assez étendu de l’article publié dans le Journal de Physique. 

Nous avons étudié les étoiles produites dans l’émulsion photographiques G-5 par 
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les interactions des nucléons de haute énergie avec les noyaux, a montré qu'il 
est possible de calculer ces interactions, en supposant une cascade de chocs 
nucléon-nucléon et en considérant le passage d’un nombre suffisant de nucléons 
à travers le noyau. Il donna des résultats numériques pour des neutrons de 


des nucléons de haute énergie (90--270--340 keV) en considérant séparément les 
branches noires et les branches énergiques sortant des étoiles. Nous appellons branche 
noire toute trace d’une particule dont l’énergie est inférieure è 30 MeV. Dans une G-5 
toutes ces particules sont continues. A l’aide de ces branches, nous avons établi un 
critère permettant une distinction entre les étoiles produites dans les noyaux lourds 
(Ag, Br) et celles produites dans les noyaux légers (C, N, 0). 

D’après les travaux de HEIDMANN et de LePRINCE-RINGUET [6], on peut admettre, 
en moyenne et pour des énergies d’excitation pas trop grandes, qu’un noyaux léger 
émettra des x ayant un parcours inférieur 4 50 um (2 < 9 MeV) et des protons ayant 
un parcours inférieur à 120 um (£ < 4 MeV). Les particules qui auront des parcours 
supérieurs à 50 um pour les « et à 120 um pour les protons seront pratiquement issues 
de noyaux lourds. Par suite de la difficulté de distinguer aux faibles énergies, un 
proton d’une x, nous avons rangé presque toutes les étoiles dans deux groupes stati- 
stiquement distincts. a) Groupe ne contenant que des étoiles avec des branches dont 
la longueur est inférieure 4 120 um: nous le considérons comme étant constitué de 
noyaux légers. 6) Groupe dans lequel une grande partie de branches (ou parfois la 
totalité) a une longueur nettement supérieure à 120 um (quelques centaines de um en 
moyenne): nous le considérons comme étant constitué de noyaux lourds et ceci est 
justifié notamment, comme l’a montré expérimentalement HopGson [7], par l’abais- 
sement notable de la barriére de potentiel des noyaux lourds pour les grandes énergies 
d’excitation (NV, > 4, où N, est le nombre de branches de l’étoile). L’auteur [5] indique 
que la dernière particule éjectée par le noyau qui se désexcite peut étre très courte. 

Pour les noyaux lourds, le nombre de branches évaporées est proportionnel a 
l’énergie laissée dans le noyau. Nous avons remarqué une anisotropie dans la distri- 
bution angulaire des branches noires. HopGson [3] (è 50--125 MeV) et BERNARDINI 
(A 400 MeV) ont admis que cette anisotropie provenait des particules issues de « knock- 
on», c’est-à-dire de l’un des choes de la cascade qu’engendre la particule incidente 
lors de son passage dans le noyau lourd. Ainsi nous a-t-il été possible de déterminer 
statistiquement ce qui revient à l’évaporation et de donner par là méme une mesure 
de l’énergie laissée dans le noyaux. Nous avons ensuite pu calculer l’énergie moyenne 
dissipée par branche d’évaporation. Nous avons remarqué d’après nos graphiques 
qu’au-dessus de N,=6 il n’y a plus de protons énergiques qui sortent. Nous admettrons 
done que les étoiles qui ont N, >7 correspondent a des arréts du proton incident dans 
le noyau lourd et nous dirons alors qu’une branche d’évaporation correspond en 
moyenne à une énergie dissipée d’environ 50 MeV. Un travail de LecouTEUR [14] 
nous a permis, à l’aide de nos graphiques, d’estimer à 5% le nombre d’étoiles où il y 
a des arréts. 

Pour les noyaux légers, nous avons remarqué que la proportion des étoiles N,= 3, 
4 ou 5 est à peu près la méme pour des nucléons incidents de 90 MeV et de 340 MeV. 
En revanche, la nature des branches varie avec l’énergie incidente. A basses énergies, 
les « éjectées sont plus nombreuses (partage préférentiel de 12C en 3 x et de 10 en 4a). 
Quand l’énergie incidente augmente le nombre de protons sortant augmente. En effet, 
un noyau léger de carbone recevant une énergie assez faible (~ 20 MeV) se décom- 
posera en 3 x. Le bilan interdit un autre mode de désintégration. Si l’énergie inci- 
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90 MeV tombant sur le Plomb. Par la suite, HALLEY et YoRK [26] qui en 
firent l’étude expérimentale ne trouvèrent qu’un accord qualitatif partiel. 
Plus tard, BERNARDINI et coll. [27] montrèrent que cette méthode de Gold- 
berger est satisfaisante pour expliquer les résultats obtenus en bombardant 


dente croît, il y aura une particule « qui sera touchée et disloquée: 12C + 2 « (intactes) + 
x (demembrée en 2n+2p). Nous avons, en effet, relevé (dans des plaques C2 ou il est 
possible de distinguer « et protons) a 90 MeV 88% de décomposition !12C >3 a, 12% 
de décomposition (2x+2p) et a 270 MeV 66% de décomposition (3) et 33% de 
(2x+2p). Nous noterons également l’importance de la désintégration (3x+p+n) ou 
(3x+d) qui peut étre attribuée à 14N. Nous noterons toutefois que le spectre obtenu 
avec des neutrons de 270 MeV diffère lésèrement de celui obtenu avec des protons. 
Et nous pensons que la charge du nucléon incident explique cette faible différence, 
car dans le cas du proton incident, le noyau gagne parfois (échange de eharge entre 
p et n) une charge, ce qui donne naissance à une branche d’évaporation visible sup- 
plémentaire. L’effet contraire peut se produire dans le cas d’un neutron incident. 

Nous avons également et surtout porté notre attention sur les branches énergiques 
(E > 30 MeV) qui sortent des étoiles. L’étude de leur distribution angulaire fait ap- 
paraitre une différence entres les noyaux légers et les noyaux lourds qui laisserait 
prévoir l’existence de chocs de nature différente dans chaque groupe. Deux points 
sont particuliérement nets lorsqu’on compare ces deux sortes de noyaux avec une ou 
deux branches noires. 1) Entre 0° et 10° il n’y a aucun proton sortant d’un noyau 
légers alors qu'il yen a 14% sortant des noyaux lourds. 2) En considérant a la fois 
l’énergie et l’angle du proton sortant, on voit que pour les noyaux légers il existe dans 
le domaine (30-40°) beaucoup de protons (35%) qui sortent avec des énergies supé- 
rieures à 300 MeV. Pour les noyaux lourds, cette proportion est de 10%. Ces résultats 
peuvent s’expliquer par l’existence, dans les noyaux légers, d’une sous-structure qui 
servirait de cible au proton qui traverse le noyau, alors que dans les noyaux lourds, 
le passage se ferait par une cascade de chocs nucléon-nucléon. Un nucléon qui ren- 
contre une « et qui est diffusé à 10° n’y perd que 4 MeV et c’est, en général, insuffisant 
pour produire une étoile, ce qui explique l’absence d’étoiles (noyaux légers) avec proton 
énergique diffusé entre 0° et 10°). Dans un choc nucléon-nucléon (noyaux lourds) le 
proton diffusé a 10° perd assez d’énergie pour produire une étoile. La faible perte 
d’énergie associée & un angle de diffusion grand est une caractéristique du choc p-c. 
Ainsi pour un angle de diffusion de 30° la perte d’énergie est de 22 MeV; pour 409, 
elle est de 35 MeV. Dans les chocs nucléon-nucléon des pertes de cet ordre correspondent 
a des angles de diffusion plus faibles. Ainsi s’expliquent les deux points de la diffé- 
rence entre noyaux lourds et légers. 

Nous avons également étudié la nature des nucléons sortants. Nous y avons noté 
une différence entre les noyaux lourds et légers qui est explicable par l’existence d’une 
sous-structure dans les noyaux légers et par l’augmentation du nombre de neutrons 
par rapport au nombre de protons dans les noyaux lourds. 

Toute cette étude a nécessité au préalable l’établissement de la courbe « nombre 
de grains-énergie ». Nous avons utilisé pour cela les choes « p-p libre » identifiées par 
la coplanarité des trois branches (une incidente et deux sortantes) et par la concor- 
dance de langle expérimental (mesure) des deux protons sortant avec l’angle théo- 
rique (calculé en tenant compte de la relativité). Nous avons également donné, en 
utilisant ces mémes chocs, une méthode de mesure précise et locale du facteur de 
contraction S de l’émulsion (dS = 0.03). 
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avec des protons de 300-400 MeV, les noyaux d’une émulsion photogra- 
phique G5. Finalement, MoRRISSON et coll. [28], reprenant la méme étude 
pour des protons de 140 MeV, ont trouvé que, méme dans ce domaine d’é- 
nergie plus faible, l’accord subsiste entre les désintégrations calculées et celles 
examinées dans la plaque photographique. Nous faisons ici une étude ana- 
logue pour les protons de 340 MeV, mais avec une technique différente (rou- 
lette de Monte-Carlo, représentation par un système mécanique du passage 
du nucléon a travers le noyau), plus détaillée et plus rigoureuse. Nous avons, 
de plus, traité le probléme dans l’espace. Enfin, nous avons pu, en étudiant 
séparément les interactions produites dans les noyaux lourds (Ag, Br) et 
dans les noyaux légers (C, N, O) donner une interprétation différente né- 
cessaire pour expliquer les désintégrations produites dans les noyaux légers. 
Ce travail, dans ses grandes lignes, est mené de la facon indiquée dans le 
Sommaire. 


1. — Choix du modéle et des paramétres utilisés. 


1.1. Choix du modeéle. — Nous représentons les noyaux lourds (Ag, Br) que 
nous avons à considérer, par le modèle du gaz de Fermi, auquel nous appor- 
terons quelques modifications. Ce modéle suppose, en première approxima- 
tion, que le noyau est formé d’un gaz de nucléons, enfermé dans un domaine 
qui a les dimensions du noyau. L’état fondamental de ce modèle nucléaire 
correspond a la température absolue zéro. Tous les états individuels les plus 
bas des protons et des neutrons sont occupés jusqu’a ceux qui correspondent 
à une valeur maximum du «moment». La valeur de ce moment maximum est 
obtenue par la condition que le nombre total d’états occupés est égal au nom- 
bre de neutrons ou de protons. (Chaque fois que cela ne prétera pas a con- 
fusion, nous emploierons, au lieu de « quantité de mouvement» le terme plus 
court de «moment». Nous exprimerons ce moment en MeV. Si une particule 
a un moment de 40 MeV, cela signifie que sa quantité de mouvement est 
celle d’une particule dont l’énergie est 40 MeV). Pour chaque valeur du vec- 
teur moment p, il y a deux états individuels correspondant è deux orienta- 
tions possibles du spin du nucléon. Nous dirons, dans l’approximation admise 
ici, que ces deux états ont méme énergie. Le principe d’exclusion empéche 
a deux nucléons, ayant méme charge et méme spin, d’occuper la méme place. 
Il est possible de -calculer la valeur maximum p,, du moment des états oc- 
cupés [29]. Cette valeur se calcule séparément pour les neutrons et pour les 
protons. Nous utiliserons une valeur commune de p,,, correspondant à un 
noyau ayant un nombre égal de protons et de neutrons. C’est une simplifi- 
cation justifite en première approximation. L’énergie cinétique maximum 
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E,,=p?,/M est alors égale 4 22 MeV (M, masse du nucléon). Dans le calcul, les 
forces de Coulomb sont négligées. 

Par ce modeéle, se trouve défini un noyau lourd standard où tous les nucléons 
sont indépendants. 

L’effet des forces nucléaires est introduit d’une facon globale. Nous astrei- 
gnons, tout d’abord, les nucléons à occuper un volume déterminé (celui du 
noyau) et nous utilisons ensuite le principe d’exclusion pour disposer ces 
nucléons a Vintérieur du noyau. 

Ce principe, en interdisant, à deux nucléons identiques (méme charge et 
méme spin), d’occuper la méme place, maintient une certaine distance entre 
les nucléons. Nous retrouvons ici un fait caractéristique de la structure 
nucléaire. 

Il est important, pour traiter le probleme du passage du nucléon, comme 
une suite de chocs, de pouvoir considérer le noyau comme composé de nucléons 
indépendants. Il est alors possible, de prendre comme point de départ la dif- 
fusion nucléon-nucléon libre, qui est ensuite modifiée pour tenir compte du 
fait que le nucléon est lié au noyau. 

Il est également important, pour pouvoir se rattacher 4 cette image de 
chocs à l’intérieur du noyau, de pouvoir définir une trajectoire, au sens clas- 
sique du mot, pour la particule incidente. 

Ceci est possible, lorsque la longueur d’onde de de Broglie associée a la 
particule, %_, , est beaucoup plus petite que le rayon du noyau, c’est-à-dire 
pour # > (50--100) MeV. Ainsi, pour 


E = 340 MeV, Rue. = 0.45-10-13 em, 


et pour 
E = 100 MeV, Rs = 0:95:107 cm, 


alors que le rayon du noyau d’Argent est environ 6-10-!% em. 

Il est également nécessaire que la portée effective des forces, intervenant 
dans la diffusion nucléon-nucléon, soit petite en comparaison du libre parcours 
moyen. En d’autres termes, les chocs doivent étre suffisamment distincts les. 
uns des autres. 

CHEW et Wick [30] ont montré qu’a des énergies £ > 50 MeV, on peut: 
traiter, avec une bonne précision, la diffusion d’une particule élémentaire par 
un noyau complexe, en superposant les ondes issues des nucléons individuels 
considérés comme agissant indépendamment, 

Pour traiter un probleme a plusieurs corps, on fait ainsi, une superposition 
d’interactions élémentaires 4 deux corps. 

A 200 MeV, l’erreur, due a l’emploi de la diffusion multiple, et qui se mani- 
feste sur l’amplitude moyenne de l’onde diffusée est de 3%; A 50 MeV elle 
est de 16%. (Ces valeurs sont calculées pour des noyaux légers). 
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x 


On peut montrer que, lorsque la longueur d’onde i,,, de la particule dif- 
fusée est petite comparée a la distance moyenne de séparation des nucléons R, 
Vinterférence réduit amplitude moyenne de l’onde diffusée par un facteur */R. 

Pour des énergies plus faibles, cette description du passage devient de 
moins en moins valable, les conditions de validité énoncées plus haut n’étant 
plus vérifiées. 

Dans notre étude, nous n’avons retenu que les nucléons diffusés avec des 
énergies de plus de 100 MeV, et ceci pour deux raisons. 

La première est celle énoncée plus haut, Nous nous sommes limités au 
domaine ou la validité du modéle est la plus sùre. 

La deuxiéme est que nous pensons qu’il est possible d’obtenir des résultats 
corrects, seulement en considérant les particules de plus haute énergie. 

Les particules qui sortent avec des énergies supérieures 4 100 MeV, sont 
des particules qui, en général, ont subi peu de chocs (un, deux ou trois). Leur 
comportement est, par conséquent, moins influencé par les incertitudes exis- 
tant sur les paramòètres qui caractérisent les chocs. 

Par contre, les particules qui arrivent dans des domaines d’énergie plus 
bas, ont subi un nombre de choes beaucoup plus grand et leur état (énergie, 
direction, nature...) est, de ce fait, beaucoup moins bien défini. 

Il est cependant intéressant d’étudier, surtout au point de vue de la distri- 
bution angulaire, les particules qui sortent du noyau avec des énergies infé- 
rieures à 50 MeV (et en particulier le domaine 0--30 MeV). 

Mais, de telles études devraient se faire, tant au point de vue expérimental 
qu’au point de vue de l’interprétation, avec des nucléons incidents dont l’énergie 
serait voisine de 50 MeV. 

HopaGson [13] a étudié, expérimentalement, les étoiles produites par des 
protons de 50--125 MeV, au point de vue de la distribution angulaire des « 
et des protons, émis avec des énergies situées entre 0 et 30 MeV. 

Il a trouvé, pour les deux sortes de particules, une anisotropie très marquée 
qui ne peut pas s’expliquer par la vitesse du noyau excite. 

Pour les protons, on peut émettre l’hypothèse que, en plus de l’évaporation, 
existe un processus d’éjection par chocs directs (knock en). Les protons issus 
de ce dernier processus sont évidemment dirigés vers l’avant et sont respon- 
gables de l’anisotropie observée. 

L’anisotropie qui existe pour les particules x est aussi prononcée que celle 
des protons. Elle est indépendante du nombre de branches noires de l’étoile 
et existe aussi bien pour les noyaux lourds que pour les noyaux légers. 

Dans ce cas, comme dans celui des protons, il faut admettre en plus de 
l’évaporation, un processus créant l’anisotropie. Tout comme pour les protons, 
on peut penser à des choes nucléon-x directs, ou méme a des chocs secondaires. 

Ce processus devrait aussi exister dans les noyaux lourds de l’émulsion 
photographique pour tenir compte de tous les résultats expérimentaux signalés. 
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Lorsque le nucléon incident a une énergie élevée (300 MeV), son passage 
à travers un noyau lourd paraît pouvoir étre expliqué uniquement par une 
cascade de chocs nucléon-nucléon (ainsi que cela apparaîtra è la fin de ce 
travail). 

Mais a des énergies plus basses, il est possible que des.chocs contre des 
particules x viennent s’ajouter aux choes nucléon-nucléon. 

Evidemment, si des agglomérations de nucléons existent dans les noyaux 
lourds, comme l’Argent et le Brome, elles seront moins compactes que pour 
le Carbone. 

Un nucléon de haute énergie, du fait de sa faible longueur d’onde, ne donne 
pas d’interactions avec tout un amas de nucléons. Ce sont les interactions 
nucléon-nucléon seulement, qui apparaissent. 

Mais lorsque l’énergie du nueléon incident diminue, son rayon d’action 
croît et il peut donner un choc sur plusieurs nucléons è la fois. Ce groupe de 
nucléons chassés ensemble, s’arrangeront, au cours de leur trajet, en une struc- 
ture stable (x par exemple), que lon verra sortir. Pour ne pas étre détruite 
par des chocs ultérieurs, cette structure devra étre éjectée d’un point situé 
au voisinage du bord du noyau. 

Il serait également intéressant au point de vue expérimental de pouvoir 
distinguer, non seulement protons et particules x, mais aussi deutons et tritons. 

En effet, à còté de possibles choes nucléon-a, doit aussi exister le processus 
de «pick-up» dont Vinfluence se reconnaitrait par la production accrue de 
deutons et de tritons. 

Ce processus par lequel un neutron, cheminant a travers le noyau, peut 
s’associer, si les conditions de vitesse et de direction sont favorables, avec un 
proton du noyau, pour former un deuton qui sort, a été mis en évidence expé- 
rimentalement avec des neutrons incidents de 90 MeV [31, 26]. 

L’étude théorique du phénoméne a été faite par CHEW et GOLDBERGER [32] 
et surtout par HEIDMANN [20]. 

Ce dernier montre par le calcul que, si la production de deutons est rela- 
tivement abondante pour des énergies incidentes voisines de 100 MeV, elle 
devient très vite négligeable lorsque l’énergie incidente augmente. 

En effet, la section efficace, pour la production de deuton, varie suivant 
une loi en E-5 (E étant l’énergie incidente). Mais aucune expérience n’a été 
faite pour vérifier cette prévision théorique. 

Toutes ces raisons font que le passage des particules de basse énergie 
(E<50 MeV) apparait complexe et mérite de ce fait, une étude expérimentale 
et théorique distincte. 

Nous avons dit que énergie maximum des nucléons, & l’intérieur du noyau, 
est de 22 MeV, pour le modéle du gaz de Fermi. Si nous prenons l’énergie de 
liaison moyenne par nucléon, égale 4 8 MeV, nous avons alors un puits de 
potentiel dont la profondeur, V, est 30 MeV. 
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Ainsi, un nucléon, qui arrive avec 340 MeV, gagnera 22-+8 = 30 MeV, en 
entrant dans le noyau. 

La suite de son trajet sera précisée à l’aide des paramétres et opérations 
suivantes._ 

1) Libre parcours moyen 7, duquel on déduit la distance 7, parcourue 
par un nucléon incident, a l’intérieur du noyau, avant de rencontrer un autre 
nucléon. 

2) Nature du nucléon rencontré. 

3) Énergie et direction du nucléon choqué (distribution des moments des 
nucléons à l’intérieur du noyau). 

4) Calcul du choc (énergie et direction des particules après le choc). 
Nous utiliserons ici, pour déterminer l’angle de diffusion de la particule inci- 
dente lors du choc, les lois de la diffusion p-n et p-p libres. 

5) Par l’application du principe de Pauli, nous voyons si le choc est 
permis. 

6) Si le choc n’est pas permis, la particule incidente, parcourt une nou- 
velle distance 2 avant de rencontrer, 4 nouveau, un nucléon. 

Si le choc est permis, on renouvelle les operations 1), 2), 3), 4), 5) pour 
chacune des deux particules issues du choc. 

On continue ainsi, jusqu’a la sortie du noyau, ou jusqu’a l’absorption com- 
plete du nucléon par le noyau. 

Pour sortir du noyau, un neutron devra 
avoir au moins 30 MeV (profondeur du puits 
de potentiel). 

Un proton devra avoir, en plus, une 
énergie supplémentaire de 6 MeV (hauteur 
de la barriére de potentiel moyenne d’un 
noyau lourd). 

Si un nucléon possède, a l’intérieur du 
noyau, une énergie moindre, il est capturé 60 Mev 
et il laisse le noyau dans un état excité. Fig. 1. 

La fig. 1 donne un schéma de la tra- 
versée d’un noyau lourd telle que nous la concevons. 


p340 Mev 
e 
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12. Libre parcours moyen dans la matiere nucléaire. Rayon du noyau [33]. — 
Nous définissons deux libres parcours moyens. 


a) Le libre parcours moyen théorique J, donné, pour des pro- 


tons incidents, par 


(1) mn = We avec oO = 
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où N est le nombre de nucléons par centimètre cube, A est le nombre 
atomique, Z est le nombre de protons et a, et o,., sont les sections efficaces 
totales de diffusion proton-proton et proton-neutron libres. 

(Nous supposons les forces nucléaires indépendantes de la Chores et nous 
prendrons, alors, 0, = Ja) 


b) Le libre parcours moyen expérimental A, est défini par 


LU + @R/A)] exp C£/4)] 
58) e ~ FRR) ; 


où o est la section géométrique du noyau considéré et R son rayon et o; est 
la section efficace de diffusion inélastique. 

Les deux membres de cette égalité expriment de deux facons différentes 
la proportion des particules incidentes qui donnent au cours de leur traversée, 
un choc ou plus. 

Cette formule qui n’est autre que l’expression d’une loi d’absorption des 
nucléons par le noyau, ne fait intervenir aucune hypothése spéciale, si ce 
nest que la densité nucléaire est constante. 

A» exprime le libre parcours moyen dans une matière nucléaire où les 
nucléons sont libres. 

Si nous appliquons le principe de Pauli, aux différents chocs qui ont lieu, 
nous introduisons l’effet des liaisons nucléaires. Certains chocs sont interdits; 
le libre parcours moyen augmente. 

Si l’application du principe de Pauli est correcte, nous devons alors re- 
trouver, comme nouveau libre DALCOUTS moyen, la valeur 4, par une relation 
de la forme 


(3) A, =—,; 
où «x est un facteur qui tient compte du principe d’exclusion: 


Nombre de choes permis 
— Nombre de chocs possibles ‘ 


A, se trouve ainsi défini de deux facons. 

Une première définition (équation (2)) est purement expérimentale: 4, est 
lié directement è la valeur de o,. 

La seconde définition est une recomposition théorique de 7,, & partir des 
propriétés que nous admettons pour le modèle du gaz de Fermi. 

Nous devons alors obtenir par ces deux voies la méme valeur de 4,. 

La première méthode, qui utilise les équations (1) et (3), nécessite la con- 
naissance deo, et o,_, libres, de x et de R (R intervient dans l’évaluation de N). 
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9,- et o,., libres sont donnés par lexpérience. 

a peut etre déterminé par la méthode de Monte-Carlo. 

Anticipant un peu sur la suite de l’exposé (Chapitre 2), signalons que nous 
avons caleulé plusieurs centaines de chocs proton-proton et proton-neutron. 

Les nucléons cible étaient supposés 
en mouvement, suivant une loi que 
nous précisons plus loin (Chapitre 1°3); 
les lois de diffusion dans le système du 
centre de masse (CM) étaient celles 
que donne l’expérience (fig. 2). 

D’après le principe de Pauli ap- 19 
pliqué è un gaz de Fermi, une particule 
qui, aprés le choc, a une énergie infé- 


do 
day mb/ster. 


5 $ p240 
rieure a l’énergie maximum des nu- $ = p345 
cléons a Vintérieur du noyau, ne peut : 

6 (CM)degrés 
trouver une place dans ce noyau. 0 20 40 60 80 100 120 0 160 180 7 
Par conséquent, un tel choc est È Sisley ; ede 
È ‘ q Ù Fig. 2. — Diffusion nucléon-nucléon libre. 
interdit. 


o Erreur moyenne 


Dans le modéle du gaz de Fermi i E 
8 ) è Points expérimentaux importants 


cette énergie maximum est de 22 MeV 


MANDL et SKYRME [34] ont montré Proton-proton (p-p) 
que, pour retrouver la variation avec MeV 
l’énergie, des sections efficaces des p 30 (Phys. Rev., 79, 57 (1950)) 
neutrons très rapides (J >100 MeV), P 75( »  » 79, 71 (1950)) 
il est nécessaire de supposer une pro- DI lt m4 (1200) 
i > p 240( » » 85, 416, 1024 (1952)) 
fondeur du puits de potentiel du noyau, p345( » » 88, 923 (1951) 


V, plus faible d’environ 10 a 15 MeV. 


. Neutron-proton (n- 
C’est avec cette correction au mo- P DI 


5 à : n 40 (Phys. Rev., 75, 351 ( (1949)) 
UO do poe que Hous avons A (e » 75, 351(1949)) 
appliqué le principe de Pauli. n, 90( » » 92, 724 (1953)) 

Les valeurs trouvées alors, pour «, n; (to) » 94, n (1954)) 
sont les suivantes: n260( » » 79, 96 (1950)) 
à 340 MeV, pour p-p, sa.(p-p) = 0.8 | moyenne: 
pour p-n, sqo(0-p) = 0.7 | On OO 
à 275 MeV, G,,~0.7 ; è 225 MeV, a.;~ 0.67 
à 175 MeV, %,,;~0.65; è 125 MeV, «,.,~0.55. 


Le second moyen, pour évaluer 4,, (équation (2)) fait appel a la connais- 
sance de o, et de R. 
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oc; se détermine, soit a partir de deux grandeurs mesurées expérimenta- 
lement (0, et le rapport 0;/0,,0, est la section efficace totale de diffusion nu- 
cléon-noyau) soit directement. 

De nombreuses expériences, s’étalant sur une gamme d’énergie vaste (de 14 
a 400 MeV), permettent de connaitre o, a toutes les énergies, aussi bien pour 
les protons que pour les neutrons incidents. : 

Il semble, du moins pour les noyaux légers, et pour des énergies incidentes 
élevées (E > 200 MeV), que o, soit le méme pour les protons et pour les neu- 
trons [35, 36, 37]. 

o,/o, est plus difficile 4 mesurer. Les valeurs expérimentales qui existent, 
ont trait, seulement, a des neutrons tombant sur €, Cu et Pb, à deux énergies 
différentes [38]: 


x 


à 95 MeV, o;/o, = 0.46 pour C, 0;/o, = 0.4 pour Cu et Pb 


à 270 MeV, o./o, = 0.5 pour €, Cu et Pb. 


D’aprés la technique de l’expérience ces valeurs peuvent étre sous-estimées. 

Une méthode pour déterminer directement o, a été signalée par PERRY [39]. 
Elle utilise Pétude des étoiles produites dans une émulsion photographique. 

La seule connaissance de 4 (libre parcours moyen pour la production d’étoiles 
dans l’émulsion) suffit. 

Cette détermination peut étre appliquée, plus spécialement aux protons, 
pour lesquels 7 est plus facile a évaluer. 

Les résultats existants nous permettent d’avoir des valeurs de o; a 
340 MeV [40], à 240 MeV [39] et a 130 MeV [41] pour les noyaux composant 
l’émulsion. 

Donc, toutes les grandeurs figurant dans les équations (1), (2) et (3), défi- 
nissant 4,, sont connues, soit expérimentalement (0,57 Snr Ti); SOit du fait 
du choix du modéle représentant le noyau (2). 

Seul & doit encore étre fixé (N, 00, ...). 

Il doit étre choisi de facon à donner la méme valeur de 7, quelle que soit 
la manière dont celui-ci est défini. 


Rayon du noyau. — Nous savons, expérimentalement, que les sections effi- 
caces totales o, varient, à une énergie donnée, proportionnellement a At, 

Cette constatation fait penser que la densité nucléaire est constante et que 
le rayon È du noyau peut étre mis sous la forme 


(4) R=r,A}, 


où r, est une constante. 
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Pour faire les calculs de #, nous avons pris les résultats expérimentaux 
de Cu, obtenus avec des neutrons de 270 MeV. Nous nous sommes placés dans 
ce cas, car les déterminations expérimentales sont trés nombreuses. 

Nous trouvons alors, pour È la valeur 


R= 1243-10-18 em, 


en prenant la valeur expérimentale o;/o, = 0.5. 
A 90 MeV, la méme méthode donne une valeur 


R =1.37A*-10-3 em, 


avec la valeur expérimentale o;/o, = 0.4. 

Ainsi, aux plus hautes énergies (environ 300 MeV) le rayon du noyau parait 
étre de 15% plus faible qu’a 90 MeV. 

La formule (4) ne montre pas cette variation de l’expression de R avec 
l’énergie. 

Avant de présenter une forme de #& qui tient mieux compte des faits, 
faisons quelques remarques sur la signification du rayon du noyau dans les 
expériences de diffusion. 

Dans ce cas, le rayon est une grandeur qui mesure le domaine où se font 
sentir les forces nucléaires qui s’etablissent entre le noyau et le nucléon inci- 
dent au moment du passage de ce dernier. 

Une telle valeur de R est differente du rayon de la sphère où se trouvent 
réunis les nucléons. Si nous admettons que, dans la formule (4), 


R=r,A', 


R définit la sphére ot se trouvent réunis les nucléons, nous pouvons dire que 
la sphère qui limite l’action des forces nucléaires a comme rayon 


R=rA4+a=n,4}; 


a est une grandeur assez difficile 4 évaluer qui tient compte de la portée 
des forces nucléaires. 

Elle indique que les forces nucléaires existent, sans doute, au-dela de la 
couche de nucléons la plus extérieure du noyau. 

ro doit varier légérement d’un noyau a l’autre. 

De plus, en reprenant les idées de FESCHBACH et WEISSKOPF [42], utilisées 
par ces auteurs pour trouver à plus faible énergie, une expression mathéma- 
tique de la section efficace totale o,, nous pouvons dire que le nucléon ine- 
dent de moment p, a, du fait du principe d’incertitude, une « dimension » de 


l’ordre de hi/p =i. 
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Cette dimension décroit avec l’énergie. 

Ainsi, le rayon d’interaction du nucléon incident avec un noyau de rayon 
rA* est: roAt+i. 

Avec cette nouvelle expression du rayon nucléaire, 


(5) RA è 


nous trouvons pour le Cuivre, avec 7, = 1.1. 


à 300 MeV où X = 0.5 -10-13 em, R = 4.9 -10-1% em soit 1.23- A*-10-!3 em , 


à 90 MeV où X = 0.95-10-1!* em, R = 5.35-10-12 em soit 1.34- 43-10-13 cm . 


Ces résultats sont comparables 4 ceux trouvés plus haut par identification 
des deux expressions définissant /,. 

D’ailleurs, il existe d’autres expériences de détermination du rayon du 
noyau, qui, en faisant intervenir des phénomènes différents, donnent des me- 
sures du rayon dont la signification est différente. Nous parlerons, par exemple, 
de la détermination du rayon électromagnétique du noyau. 

Lorsqu’un méson ur est ralenti par la matière et arrive au repos, avant 
de pénétrer dans le noyau, il est capturé, d’une fagon transitoire, sur des 
orbites de Bohr (tout comme l’électron). 

Pendant ce bref passage sur ces orbites, il donne naissance, par une série 
de transitions, à un rayonnement X dont on peut déterminer l’énergie expé- 
rimentalement. 

Comme les orbites de Bohr du méson u- sont 210 fois plus rapprochées 
du noyau que les orbites équivalentes de l’électron, l’énergie des rayons X 
(pour une transition donnée) est très sensible au rayon que l’on attribue au 
noyau. 

Pour le Plomb, une variation de 1% du rayon du noyau donne une va- 
riation de 1% sur l’énergie des rayons X. C’est la précision avec laquelle on 
mesure l’énergie de ces rayons X. 

En opérant ainsi, certains auteurs [43] donnent, comme rayon du noyau 
(rayon de la sphère uniforme où se trouve répartie la charge électrique), la 
valeur 

R_1.2-A4*-10-! em. 


D’autres auteurs [44], s’appuyant sur les résultats expérimentaux de la 
diffusion des électrons par les noyaux (les énergies des électrons variant entre 
16 et 116 MeV), donnent 


pour Cu, un rayon R= 1.0-A*-10-3 em, 
et 


pour Ag, un rayon R— 1.1: A*-10-! em. 
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Un autre moyen de déterminer le rayon nucléaire du noyau a été utilisé 
par TAYLOR [45]. 

Cette méthode, en grande partie théorique, utilise le « modéle optique » 
proposé par FERNBACH et coll. [46]. Le noyau y est considéré comme un ob- 
stacle absorbant et diffractant Vonde associée au nucléon incident. 

Il est alors possible de calculer o; et o, (section efficace de diffusion élastique) 
en fonction des paramètres R, 7,, V, et de choisir ces paramètres de facon a 
ce que pour tous les noyaux, à toutes les énergies, la somme 0;-+0, donne la 
section efficace totale o, mesurée expérimentalement. 

TAYLOR propose ainsi, pour différents noyaux, les valeurs suivantes de 


ot At 


r(C) =1'54 r. (Al) = 1.50, r,(Cu) = 1.45, 


/ 


y,(Cd) =:1.42, UD = ales 

Ici, pour un noyau donné, È ne varie pas avec l’énergie, Il demeure constant, 
grace à un choix judicieux de la loi de variation des autres paramétres. 

Il paraît, toutefois, compréhensible qu’une autre combinaison de ces para- 
mètres, permette de retrouver, encore, la valeur o, expérimentale (en parti- 
culier, une combinaison où FR décroit légèrement avec l’énergie). 

Nous noterons que dans le cas du Cuivre, par exemple, le modèle optique 
donne pour le rapport o;/¢,, 4 270 MeV, la valeur 0,62, alors que le résultat 
expérimental est 0.5. 

A 90 MeV, les valeurs de 0;/o, sont respectivement, 0.38 pour le modeéle 
optique et 0.39 pour le résultat expérimental. 

On peut penser que, lors de la détermination expérimentale de o,/o,, par 
Vinteraction neutron-noyau, tous les neutrons d’énergie trop faible, provenant 
de la diffusion inélastique, sont omis, à cause du seuil des détecteurs de-neutrons. 

De cette facon, a 270 MeV, le rapport o,/o, ne pourrait que se rapprocher 
de la valeur théorique. 

Mais à 90 MeV, où, pour une méme seuil de détection, il y a proportion- 
nellement beaucoup plus de neutrons perdus, le rapport o,/o, doit étre net- 
tement supérieur à 0.4. 

Or, le calcul théorique de o;/o, donne une valeur inférieure. 

Il apparaît done ici une divergence entre l’expérience et les résultats du 
modèle optique. 

La situation paraît confuse. Elle est résumée par les courbes de la fig. 3. 

Seules, semble-t-il, des déterminations précises de o, à différentes énergies 
permettront de clarifier la question. Sinon, il faut faire appel a trop de para- 
mètres dont la signification est plus ou moins éloignée de la vérité. Si, toute- 
fois, il se confirme que le noyau paraît plus petit aux énergies élevées (environ 
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300 MeV), une explication comme celle donnée ci-dessus rend compte, au moins 
qualitativement, du phénomène (équation (5)). 

Toutes les courbes de la fig. 3 donnent la variation du libre parcours 
moyen des nucléons dans la matière nucléaire en fonction de l’énergie, Elles 
sont valables, en première approximation, pour tous les noyaux lourds (par 
exemple A > 50). 

Les courbes A, A’, A" de la fig. 3 représentent nos résultats. 


A est la courbe A, = f(£), équation (1) 
A’ estla courpe A, = (E) = équation (3) 


Ces deux courbes sont construite pour R = 1.37-A*-10-13 em. 

A" est une courbe qui donne la variation 4, = f(#) et qui est la méme, 
que A, soit calculé suivant (2) ou 
suivant (3). 

Elle est construite avec les 
valeurs 0;/o, = 0.5 à 270 MeV et 
0:;/o, = 0.4 à 90 MeV. 

Nous avons supposé une va- 
riation linéaire de ce rapport entre 
90 et 300 MeV, de facon a pouvoir 
figurer une allure, sans doute ap- 
proximative, de cette courbe qui 
se réduirait, sans cela, à deux 
points: Pun a 90 MeV, l’autre a 
270 MeV. 

Le point à 270 MeV de cette 
courbe est celui que nous avons 
signalé comme pouvant corre- 
spondre à un rayon plus faible pour 


E (MeV) 
IDNAAMALSAL1L dk ro 
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 


| Fig. 3. — Libre parcours moyen-énergie.% 
Ag ={f(E) Ri © 123748 


, A" As = f(E) i 
Nos résultats | 4" 2, — {(#) R(300)=1.2 At lenoyau: R=1.2-A*-10-1° cm. 
R (90)=1.374* B et B' sont les courbes don- 
Morrisson [B 7n=}/(E) R —j.424t nées par MoRRISSON et coll. [28]. 
et coll. fo AS) B represente A, = f(E) et 
B', 2. = An/e, où « est calculée 


Taytor JP Modèle optique 
kis suivant la formule donnée par 


GOLDBERGER [24]. 
Ces courbes sont établies avec R = 1.42-A*-10-¥ em. 
La courbe D est la courbe A, = f(E) calculée par Taytor [45] A Vaide du 
modéle optique avec . 


R~1.4-A*t-10-1 em. 
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Sur la fig. 3, sont marquées également les valeurs de A, tirées des résultats 
expérimentaux obtenus avec des protons et calculées par LEES et coll. [41]. 

Nous avons signalé plus haut que la connaissance du libre parcours moyen 7 
pour la formation d’étoiles, dans une émulsion photographique irradiée par 
des protons, suffit è déterminer o; et par suite 4, (lorsqu’une valeur du rayon 
est choisie). 

Les valeurs C,, C,, C3, sont celles de A, calculées avec l’équation (2), en 
prenant un rayon 


R=1.37-A4*-10-13 em. 


Les cercles C,, 0,, Cs représentent les valeurs calculées par LEES et coll. 
à Vaide de Péquation (3) et avec la méme valeur du rayon que précédemment. 

D’après nos calculs, ces derniers points doivent se situer sur la courbe A’. 
La différence vient de la valeur de « utilisée. 

Legs et coll. utilisent la valeur de « caleulée suivant une formule donnée 
par GOLDBERGER [24] qui diffère, aux énergies élevées, de celle que nous avons 
calculée. 

Cette différence semble provenir de l’approximation, faite par GOLDBERGER, 
que la diffusion n-p est isotrope dans le système du centre de masse, dimi- 
nuant ainsi d’une facon notable, l’influence du principe de Pauli qui tend a 
augmenter A, d’après (3). Cette approximation est d’autant moins valable que 
Vénergie des nucléons incidents est plus élevées. 

De plus, les valeurs de A sont entachées de telles erreurs (surtout celle qui 
est donnée à 375 MeV), qu’elles sont pratiquement inutilisables pour déter- 
miner 4, (valeurs notées C,, C,, C3). 

Nous avons pris, pour notre étude à la méthode de Monte-Carlo, la courbe A 
qui, corrigée par application du principe de Pauli, donne la courbe A’. 

Nous avons aussi considéré que le rayon du noyau était invariable avec 
l’énergie et égal a 


R =1.37- A?-10-8 om. 


La valeur proposée de R = 1.2-A*-10-!8 em, à 300 MeV, aurait pu étre 
utilisée. 

Toutefois, il nous semble nécessaire d’attendre des preuves expérimen- 
tales supplémentaires. 

D’autre part, le passage des nucléons se trouve peu affecté par cette dimi- 
nution du rayon du noyau qui entraîne, comme le montre la courbe A", une 
diminution de },. 

La transparence reste donc pratiquement inchangée et la méthode de Monte- 
Carlo ne peut pas permettre de choisir entre ces deux valeurs. 
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1°3. Distribution des moments a Vintérieur des noyaur. — Dans un gaz de 
Fermi dégénéré, & la température T= 0, où tous les états d’énergie les plus. 
bas sont occupés, jusqu’a l’état d’énergie le plus élevé H,,, nous avons une 
distribution des vitesses des nu- 
cléons telle que .celle qui est re- 
présentée sur la fig. 4, courbe F. 

En réalité, de nombreuses. 
expériences peuvent mettre en 
évidence l’existence du mouve- 
ment de ces nucléons et méme 
servir à évaluer son importance. 

Nous allons les examiner ra- 
pidement, mais auparavant si- 
, gnalons qu’elles donnent toutes 


nile PRINCE TE GO È LE (Mev) a È È 5 
CROP AE ASI Ga ee LY 24 des distributions de moment dif- 


DE 

IAN Sr I 7 : 10 È , LO 
Van 21384 eo 018 eS 9 I férentes de celle prévue théori- 
Fig. 4. — Distribution des moments 4 l’interieur quement, à partir du Laz de 


du noyau. Fermi 4 T= 0. En particulier, 


elles donnent toutes une cer- 
taine proportion de moments plus élevés que ceux du gaz de Fermi. 

De plus, les courbes de distribution différent entre elles. : 

Certains groupes d’expériences semblent prouver existence de grand mo- 
ments pour les nucléons. Ces courbes peuvent se rapprocher de la courbe # 
de la fig. 4. 

D’autres expériences laissent supposer l’existence de moments beaucoup 
moins élevés (courbes A, B, ©). 

Remarquons, tout de suite, qu’un gaz de Fermi supposé a une température 
T #0, donne (courbe F’) une distribution des moments analogue à celle obtenue 
expérimentalement (L. ROSENFELD: Nuclear Forces, p. 250). 

En effet, à une température 7’, les seules transitions possibles, du fait du 
principe d’exclusion, sont celles qui amènent les nucléons dans des états de 
moments supérieurs a H,, (tous les états inférieurs sont occupés). 

Par ce phénomène, un certain nombre d’états inférieurs à H,,, se trouvent 
dégarnis. Les nucléons qui les ont quittés, se placent dans des états d’énergie 
supérieurs a H,,. Nous trouvons alors la configuration donnée par la courbe F’. 

Parmi les expériences dont l’explication a necessité l’hypothèse de mo- 


ments élevés dans le noyau (courbe £), nous citerons principalement: 
& 
a) l’analyse angulaire des photo-mésons produits è 90°, sur du Car- 


bone, par un bremsstrahlung de 330 MeV [47, 48]; 


b) l’étude des protons éjectés & 90° d’un noyau de Carbone bombardé 
par des protons de 240 MeV [49]; 
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c) l’explication par CHEW et GoLDBERGER [32], suivant un processus de 
« pick-up », des deutons énergiques émis par un noyau de Carbone bombardé 
par des neutrons de 90 MeV [26]. 


Le cas c) a été traité d’une facon plus précise par HEIDMNAN [20]. Celui-ci 
a été conduit a dire que le spectre des moments donné par CHEW et GoLDBERGER 
contenait trop de valeurs élevées. Il donne lui-méme une distribution des mo- 
ments (courbe B) que nous avons utilisée dans notre travail et qui ne contient 
pas de moments élevés. 

Il existe également d’autres expériences dont les résultats sont compatibles 
avec des distributions de moments plus faibles. 


d) Ainsi, la distribution en énergie, à 30° et à 40°, des protons ejectés 
d’une cible de Carbone bombardée par des protons de 240 MeV [50], est en 
accord avec une distribution gaussienne des moments dont la valeur du mo- 
ment a 1/e est 16 +3 MeV (courbe C de la fig. 4). 


e) Il en est de méme pour le spectre d’énergie a 90°, des mésons, issus 
du Carbone, produits par des protons [51], qui peut étre calculé [52] a partir 
d’une distribution gaussienne des moments dont la valeur 1/e à est 19.3 MeV. 

Il est regrettable que toutes ces expériences se rattachent au noyau de 
Carbone, pour lequel nous pensons qu’aux interactions nucléon-nucléon, vien- 
nent s’ajouter des interactions nucléon-sous-structure. 

Alors, certains phénomènes, attribués à l’existence de grands moments des 
nucléons, peuvent aussi trouver une explication par une simple diffusion éla- 
stique sur des sous-structures. 

C’est le cas des expériences de TEMMER (cas b)). Des diffusions p-x ou p-3H, 
a Vintérieur du noyau de Carbone, expliqueraient l’existence d’un certain 
nombre de protons entre 125 et 150 MeV, sans qu’il soit utile d’avoir recours 
à Vhypothése du choc des nucléons incidents contre des nucléons du noyau 
ayant un moment élevé. " 

Signalons ici que HmrpDMANN, en calculant le processus de « pick-up » sur 
le carbone, a supposé, pour ce noyau, un modéle tenant compte de l’influence 
possible de la structure de ce noyau (modéle de Wheeler). 

Notons aussi que les deutons de « pick-up » constituent la seule expérience 
permettant de déduire la distribution des moments sur des noyaux autres 
que © (en l’occurence Cu et Pb). 


2. — Méthode de Monte-Carlo. Description et utilisation. 


Nous représentons le noyau par une sphére contenant les nucléons répartis 
d’une fagon homogéne. Le mouvement de ces nucléons et leur comportement: 
vis-a-vis d’un nucléon venant de l’extérieur sont déterminés par les parametres 
que nous avons définis dans le Chapitre précédent. Le schema que nous allons 


200 J. COMBE 


développer s’applique, en principe, è des noyaux lourds. Nous verrons par la 
suite, avec quelles restrictions nous pourrons l’appliguer aux noyaux légers. 
Cette étude va se faire avec des protons incidents de 340 MeV. 


21. Tirage des parametres qui déterminent le passage du proton dans le noyau. 
Principe de réalisation. — Le proton incident qui pénètre dans le noyau en Q, 
parcourt d’abord une distance # avant de rencontrer, en A, un nucléon du noyau 
contre lequel il donnera un choc (fig. 1). Toutes les valeurs de x ne sont pas 
également probables. 

Elles sont distribuées autour du libre parcours moyen 4, suivant une loi 
en exp [— (x/4,)] qui est la loi classique que l’on rencontre dans tout phéno- 
mène d’absorption. 

Le nucléon qui est alors rencontré, possède un mouvement mesuré par le 
moment E”. 

Après le choc, le proton incident est diffusé suivant un angle 6 (C.M.) dans 
le système du centre de masse, auquel correspond un angle 0 (S.L.) dans le 
système du laboratoire. 

Ces grandeurs %, E, 0 vont étre choisies, pour chaque nucléon qui traverse 
le poyau, au hasard, mais de telle sorte que l’ensemble des valeurs choisies 
(ensemble des parcours # par exemple) redonne la distribution imposée 
exp [— (€/Zn)], pour les a. 

C’est, dans cet esprit, que la méthode de Monte-Carlo, méthode de hasard, 
est utilisée. 

Il a été montré [54] qu’une telle méthode est en général valable, pour 
étudier l’enchainement d’une suite ordonnée de processus, chaque processus 
étant caractérisé par sa distribution statistique propre. Et ainsi, on obtient 
pour N traversées du noyau, étudiées de la facon indiquée ci-dessus, la méme 
fluctuation statistique que celle obtenue sur N étoiles étudiées expérimen- 
talement. 

L’appareil destiné a fournir les valeurs individuelles x, E‘, 0, etc., se com- 
pose essentiellement d’un cylindre vertical, en dural, de 20 centimètres de 
rayon et de 40 centimètres de hauteur (fig. 5). 

Ce cylindre est relié 4 un bti rigide, par les deux extrémités de Paxe autour 
duquel il tourne. Une bille d’acier placée 4 chaque extrémité de cet axe, assure 
une rotation uniforme en diminuant les frottements. 

Ce bati est posé sur un socle fixé au mur, de facon a ce que le cylindre, 
lorsqu’il tourne, soit le plus possible à l’abri des trépidations. 

Trois vis calantes permettent de mettre ce cylindre rigoureusement vertical 

Nous avons vérifié que tout le système était correctement centré et, en 
particulier, que le cylindre tournait bien autour de son axe (du moins a la 
précision que nous permettent d’obtenir les machines-outils, c’est-à-dire è un 
ou deux centiémes de millimètre près). 
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La rotation de ce cylindre est obtenue 4 l’aide d’un moteur dont l’axe 
porte une petite roue caoutchoutée qui vient frotter sur la base inférieure du 
cylindre. 

L’entrainement est commandé a volonté a l’aide d’un levier qui, en sou- 
levant ou en abaissant légèrement le moteur et son axe, assure ou supprime 
le contact avec le cylindre. 

La vitesse de rotation est d’environ 200 tours par minute. 

Lorsque le cylindre qui tourne est abandonné a son mouvement propre, 
il doit s’arréter sans avoir de position d’arrét privilégiée. C’est la qu’intervient 
le soin avec lequel le montage et le centrage ont été faits. 

Un moyen de vérification consiste à diviser le pourtour du cylindre en dix 
intervalles égaux numérotés de 0 à 9. A chaque arrét du cylindre, nous déter- 
minons un chiffre. Au cours de « tirages » répétés, chaque chiffre doit appa- 
raître avec la méme probabilité. Cette vérification a été faite sur environ vingt 
mille tirages. 

Sur ce eylindre, sont inscrites des courbes convenables (fig. 6) correspon- 
dant, pour chaque paramètre, à une distribution imposée. 


Nature du nucleon cible 


Energie du nucleon 
incident en MeV 


Coordonneds d’impact du 
nucléon incident 


Regle fixe 


Fig. 6. — Courbes inscrites sur notre machine de Monte-Carlo. Lecture des paramétres. 


Une réglette verticale, fixe, graduée, est placée 4 un ou deux millimétres 
de la paroi du cylindre. 

La valeur individuelle du paramètre que nous cherchons, est lue, lors de 
l’arrét du cylindre, a Vintersection de cette réglette avec la courbe désirée. 

Remarquons, tout de suite, que, lorsque la loi de distribution donnée du 
paramètre k est P(k), la courbe a inserire est Vintégrale de P(k). 
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En effet, soit P(k) la distribution donnée du paramétre k (fig. 7) et w=f(k) 
une courbe convenable (0) inscrite sur le cylindre (fig. 8). 

Nous voulons que les valeurs particulières de %, que nous déterminons A 
l’aide de la machine de Monte-Carlo, soient lues sur la réglette R A Vinter- 
section de celle-ci et de la courbe (0). 


A P(K) he 


] du=AP(k)ak 


k_K - _ : 
dk = 
Fig. 7 Fig. 8 


Définissons la courbe (C) par la relation: 


du = AP(k)dk, 


où A est une constante. 

Nous voyons, d’après cette formule, que du, pour un dk donné, à l’ab- 
scisse k, est d’autant plus grand que P(k) est plus grand, c’est-à-dire que la 
valeur de % considérée est plus probable. 

En méme temps, sur le cylindre, nous voyons que, plus du est grand, plus 
la probabilité pour le cylindre de s’arréter, dans ce domaine du, est grande, 
et par conséquent, plus on aura de chances de lire une valeur de % comprise 
entre k et k+dk. 

La courbe (C) ainsi définie, nous permet donc bien de tirer des valeurs 
individuelles de k dont l’ensemble est distribué suivant la loi P(k) donnée. 

Ainsi, par exemple, nous savons que les distances x parcourues à l’intérieur 
du noyau, par le nucléon incident, avant de rencontrer un nucléon, sont dis- 
tribuées suivant une loi en exp [— (2/4). 

La courbe marquée /Z, sur le cylindre (fig. 6) est Vintégrale de 
exp [— (#/A,,)]. Dans ce cas particulier, d’ailleurs, cette courbe, a cause 
des propriétés de lexponentielle, a aussi une équation de la forme, 
exp [— (a/An)] = 4. 

A Varrét du cylindre, nous lisons sur la réglette fixe, a l’intersection de 
celle-ci avec la courbe 2/7, la valeur particuliére de 0/7, (ici, par exemple, 0.38). 

Si c’est la valeur de E’ qui nous intéresse, nous lisons la valeur individuelle 
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B'=4.8-2 =9.6 MeV. EH’ est la transformée de la courbe de distribution des 
moments des nucléons a l’intérieur des noyaux (courbe B de la fig. 4). 
Cette courbe transformée a été obtenue point par point, à partir de la courbe B, 
par une construction graphique utilisant sa définition. 

Nous construisons d’ailleurs, de cette fagon, toutes les courbes pour les- 
quelles nous n’avons pas d’expression analytique de P(k). 

Afin de pouvoir lire, sur la méme réglette, les valeurs d’un paramètre, quel 
qu'il soit, nous avons construit les courbes a des échelles appropriées. De cette 
facon, pour les angles «, 6, 0, dont nous verrons la signification plus loin et 
qui varient de 0 à 360°, il faut multiplier la valuer lue par 10, pour z//,,, il 
faut la diviser par 10 et pour £' (MeV) il faut la multiplier par 2. 

Signalons également qu’& chaque arrét du cylindre nous ne déterminons 
la valeur que d’un seul paramètre. 


212. Calcul @un choc. Energie et direction des particules après le choc. — 
Lorsqu’un nucléon incident rencontre en un point A un autre nucléon il nous 
faut, pour calculer le choc, c’est-à-dire l’énergie, la direction et la nature des 
particules après le choc, connaître 


a) la nature du nucléon choque, 
b) son énergie et sa direction, 
c) langle de diffusion (dans le système du centre de masse, par exemple). 


a) Pour un proton incident on a: 


Probabilité de rencontrer un neutron Op (libre) 
Probabilité de rencontrer un proton 0,., (libre) ‘ 


Ce rapport varie avec l’énergie incidente et peut étre très facilement déter- 
miné à partir des valeurs expérimentales. 

La courbe placée en haut du cylindre permet de tirer, pour chaque cas 
individuel, la nature du nucléon rencontré. Elle délimite deux domaines: le 
domaine +~ (différent) indique une rencontre n-p ou p-n, suivant la nature 
du nucléon incident, le domaine = (identique) indique une rencontre p-p 
ou n-n. 

Ces domaines sont d’étendue relative variable, suivant énergie du nucléon 
incident. Cette énergie est lue sur la réglette fixe. 

Ainsi, dans la position d’arrét du cylindre, représentée par la fig. 6, le 
proton incident rencontrerait un neutron, quelle que soit son énergie (toute 
la réglette est située dans le domaine 34). 


b) La nature du nucléon rencontré étant connue, un nouveau tirage 
nous donnera, a l’aide de la courbe E‘, Pénergie E’ (MeV) de ce nucléon. La 
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direction suivant laquelle il se déplace au moment du choc peut étre fixée 
dans Vespace, par deux angles. Nous supposons évidemment que l’ensemble 
de ces directions est isotrope. 

Un premier angle (fig. 9) est langle entre les deux vecteurs, moment 
du nucléon incident, AC, et moment du nucléon choqué, AD. « est tiré sur 
le cylindre a l’aide de la courbe marquée « qui 
est une droite parce que toutes les valeurs de 
x sont également probables. 

Un second angle est celui qui fixe une des 
génératrices du cone de demi angle au sommet 
x, dont l’axe est AC. Pour des raisons prati- 
ques, nous ne fixerons ce second paramétre 
qu’après le choc. 

Le choc est alors étudié dans un plan formé 
par l’axe AC du còne et une génératrice quelconque de ce còne. 


c) L’angle de diffusion est introduit au cours du calcul du choc propre- 
ment dit, qui suit (fig. 10). 

Portons à partir de A des vecteurs AC et AD dont la longueur est pro- 
‘portionnelle, respectivement, aux moments p et p’, du nucléon incident et 
du nucléon cible. p et p’ sont eux-mémes proportionnels a VE et VE' (E et E‘, 
énergies respectives de 
chacun des nucléons). 

Ces deux vecteurs font 
entre eux l’angle x porté 
dans le sens trigonométri- 
que. 

A une certaine épo- 
que, juste avant le choe, 
les deux particules sont, 
par exemple, en C et en 
D et se déplacent dans le 
laboratoire 


systeme du 


6 (S.L.) = 32°; E, = 280 MeV 
suivant AC et AD. Le 


Nucléon-nucléon lié 


E'= 36 MeV, «= 45° 9,(S.L.)= 28°; E,= 96 MeV 
6(C.M.) = 72° wo = 4+ 0, = 60° centre de gravité du sy- 
Nucléon-nueléon libre 6 (S.L.) = 369; £, = 224 MeV stème des deux nucleons 


E'=0 
6(C.M.) = 72° 


6,(S.L.) = 549; H, = 116 MeV 
= 90° 


est en G et se déplace 
suivant AG. 
Dans le système du 


centre de masse (C.M.), le nucléon cible se déplace suivant GD et le nu- 


cléon incident suivant GC. 
Au moment du choc, cette dernière direction va changer d’un angle 0,5. 
de diffusion nucléon-nucléon dans le système du centre de masse. 
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Cette diffusion est connue expérimentalement, avec de nucléons libres et 
se fait suivant des lois différentes, 

suivant que les nucléons qui se rencontrent sont différents (n-p ou p-n) 
ou identiques (p-p ou n-n); 

suivant l’énergie incidente, pour les chocs « différents »; (pour les choes 
« identiques », la variation avec l’énergie est très faible entre 100 et 340 MeV). 

Sur la fig. 2 sont marquées les variations de la section efficace différen- 
tielle de diffusion nucléon-nucléon do/d (en millibarns par stéradian), en 
fonction de langle de diffusion 0 (C.M.) en degrés, pour différentes énergies du 
nucléon incident. 

Ces courbes ont été tracées d’après les résultats expérimentaux donnés 
par différents auteurs. 

Nous avons indiqué, pour chaque courbe, l’erreur moyenne faite sur les 
valeurs expérimentales. Dans la légende, figurent également les références 
bibliographiques les plus importantes, toutes tirées du Physical Review. 

Ces valeurs expérimentales ne couvrent pas, en général, tout le domaine 
0—180°. 

Ainsi, aux petits angles (0—30°), nous ne connaissons pas toujours l’allure 
des courbes. Dans nos calculs, nous avons supposé une remontée à 0°, pour 
la diffusion n-p, symétrique de la remontée à 180°. Une telle supposition parait 
vérifiée, au moins pour la diffusion n-p a 90 MeV. 

Pour p-p, la diffusion est isotrope dans tout le domaine angulaire habi- 
tuellement exploré. Une remontée vers 170° (et vers la valeur symétrique 10°) 
a été mise en évidence dans la diffusion à 240 MeV. D’ailleurs, dans ce domaine 
angulaire commence l’influence de la diffusion coulombienne. 

Nous avons marqué .sur les courbes certains points expérimentaux impor- 
tants. Ce sont ceux qui sont obtenus au voisinage de 180° et de 0°. 

Les mesures sont particuliòrement difficiles dans ces deux cas. Elles sont, 
de ce fait, peu fréquentes et peu précises. Mais elles présentent un grand in- 
térét pour préciser l’allure des courbes. 

Les courbes désignées par 0= et 0+ sur le cylindre, sont les transformées 
des courbes de la fig. 2; do/dm mesure, en effet, la probabilité avec laquelle 
une particule est diffusée a l’angle 0. 

La diffusion p-p étant isotrope entre 20° et 160° environ et ceci quelle que 
soit Pénergie incidente, la courbe 9= est une droite dans ce domaine. 

Pour la diffusion n-p, nous avons tracé plusieurs courbes suivant lénergie 
du nucléon incident, pour tenir compte, au mieux, de la variation de la courbe 
do/dw = f(0) avec l’énergie. 

L’angle 0 que l’on tire, peut varier entre 0 et 360°, englobant ainsi toutes 
les configurations de diffusion possibles (y compris les échanges de charge 
pour n-p, que nous supposons se produire dans 50%, des cas). 

0 étant ainsi déterminé, nous pouvons alors dire que, après le choc, le nucléon 
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incident va se diriger suivant GA (qui fait un angle 0 avec l’ancienne direc- 
tion GC). 

Le nucléon qui, s’il n’y avait pas eu de choc, serait en C, se trouvera en C,, 
du fait du choc qui aura modifié da trajectoire. 

De méme l’autre nucléon sera en D, au lieu de D. 

Pour définir les positions des points C, et D, nous allons utiliser les lois 
du choc, c’est-à-dire: 

conservation de la quantité de mouvement: 


(1) p + p' (avant le choc) = p, + p, (après le choc), 


conservation de l’énergie: 


(2) E + E' (avant le choc) = #, + E, (après le choc), 
ou encore 
(2) PIPA 


Tous les couples de points tels que M et N de la droite A satisfont A la 
première condition (M choisi au hasard sur 4, AN parallèle 4 MR). 
La seconde relation entraîne pour le point M, la condition: 


(3) AM + MR’ p + p'° = constante 
(A et & sont fixes). 


On peut montrer que le lieu de M est un cercle de centre G. En outre, ce 
cercle passe par D et C qui satisfont a la condition (3). 

Les points D, et C, sont situés a l’intersection du cercle et de la droite 4 
et, après le choc, le nucléon incident se dirige suivant AC, et le nucléon cible 
suivant AD,. 

Les longueurs des vecteurs AC, et AD, sont proportionnelles aux moments 
et permettent de connaître les énergies des nucléons après le choc. Nous voyons 
ainsi, immédiatement, si le choc est permis. 

Dans ce cas, il nous fait déterminer les directions des nucléons issus de 
ce choc. 

Nous avons vu (fig. 9), que Ja direction AD était portée par une génératrice 
quelconque du cone de demi-angle au sommet « et d'axe AC. 

Par suite, la droite AG peut étre n’importe quelle génératrice du còne 
d’axe AC et de demi-angle au sommet CAG. 

Nous fixerons done G (en G,, par exemple) a l’aide d’un angle f, (A, sera 
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tiré sur la courbe marquée /, sur le cylindre, avec une égale probabilité parmi 
tous les angles entre 0 et 360°). 

Le couple de vecteurs AC, et AD, indiquant la direction des nucléons sor- 
tants aura alors une résultante dirigée dans l’espace suivant AG,, mais pourra 
occuper avec une égale probabilité une infinité de positions autour de AG,. 

Ces positions seront, pour AQC,, par exemple, toutes les génératrices du 
cone de demi-angle au sommet CAG, et d’axe AG,: Nous fixerons donc, comme 
précédemment pour G, une position particuliére (C,) de C, a aide d’un angle f, 
tiré au hasard entre 0 et 360° (courbe £). 

(C,) étant fixé, (D,) s’en déduit immédiatement. 


2°3. Representation du trajet des particules a travers le noyau. — Dans ce but, 
nous avons représenté (fig. 11) le noyau par une sphère de 30 centimétres de 
rayon. Cette sphère est matéria- 


lisée (fig. 12, 13) par son centre fixe ‘ n 
Voir photo 


O' et par son rayon (un fil attaché 
en 0' et ayant une longueur de 30 
centimetres). 


279) 
= = 


o 
p 
in 


cident 


See ee 


Le proton qui arrive parallélement è Ox, suivant PQ, touche le grand 
cercle perpendiculaire a Ox, en un point H. 

Tous les points de ce grand cercle ont une égale chance d’étre touchés. 

Nous définirons done la position du proton incident par les coordonnées y 
et z, dans le plan yOz, du point H. 

Ces valeurs sont tirées pour chaque proton, 4 l’aide des chiffres inscrits 
sur le cylindre de la roulette de Monte-Carlo, 4 la hauteur du repére marqué yz, 
sur la réglette (fig. 6). 

y et 2 peuvent varier de — 30 à +30, avec toutefois la restriction 


y? + 22 < (30)? . 


y et z étant ainsi donnés, nous allons placer la tige 7, de l’appareil qui 
représente le noyau (fig. 11) à la position convenable, grace aux mouvements 
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possibles le long de V, et V,, pour z, et le long de R, et de R,, pour y. Sur 
la fig. 13, pour plus de clarté, n’apparaissent que V, et È,. 

Le point Q sur 7, où le proton entre dans la sphère, est déterminé par la 
condition O’Q = 30 cm, A partir de @, nous portons la distance x, préalable- 
ment tirée A la machine de Monte-Carlo et nous obtenons le point A, où a 
lieu le premier choc. 

Les tiges 7,, T;, etc..., grace a leur articulation en A,, A,, etc..., peuvent 
occuper n’importe qu’elle direction de l’espace et figurer, ainsi, les directions 
suivies par les nucléons, après les différents chocs. 

Des disques D,, D,, Ds, etc..., de différents diamètres et gradués sur leur 
pourtour de 0 à 360° permettent, en coulissant sur les tiges 7,, 7, ..., une mise 
en place rapide de ces tiges suivant la direction calculée. 

Nous suivons ainsi le nucléon incident, de choc en choc, à travers la sphère. 

Nous voyons aussi, immédiatement, à quel moment un nucléon sort de la 
sphère. En effet, dans ce cas, le point A, de la trajectoire de ce nucléon, où 
doit avoir lieu le choc, sera en dehors de la sphère. 

Nous le verrons en vérifiant la condition 


OFA; 30Fcemy. 


Nous connaîtrons, en méme temps, la nature, l’énergie et l’angle de ce 
nucléon avec la direction incidente. 

Cette représentation, dans l’espace, du trajet des nucléons, a été choisie, 
de préférence à une méthode de calcul plus longue et ot les risques d’erreur 
sont plus grands. 

La précision obtenue reste suffisante pour vérifier les phénomènes globaux 
qui nous intéressent. 

En utilisant des configurations particulieres simples, il nous a été possible 
de voir que, au bout de trois ou quatre chocs, ’angle du nucléon sortant pouvait 
étre donné avec une marge d’erreur moyenne de 3 a 4 degrés. 

Par la méme méthode, nous avons vu que la longueur du trajet du nucléon 
a travers le noyau peut étre estimée avec une incertitude infiérieure 4 5%. 


3. — Résultats et signification de ces résultats. vi 
31. Cas des noyaux lourds (A —100). — Comparaison avec les résultats 
expérimentaux signalés dans la Première Partie. 


3'1.1 Distribution en énergie. — Comme nous l’avons signalé plus 
haut, seuls les nucléons sortants, avec E > 100 MeV, sont comptés dans cette 
distribution. 
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a) La distribution en énergie des protons avec E> 100 MeV est donnée 

sur la fig. 14. 

Sur ce méme graphique est marquée la distribution expérimentale. 

Ces deux distributions sont très voisines. 

Les différences existant sont explicables par les fluctuations statistiques. 

Toutefois, entre 300 et 340 MeV, la méthode de Monte-Carlo semble donner 
un excès significatif de protons. Il est probable, que le résultat expérimental, 
dans ce domaine d’énergie est sous-estimé, les étoiles avec N,= 0 étant omises 
lors du dépouillement. Et ce sont RES 
justement ces étoiles qui ont les en 
protons sortants les plus énergiques. s 


-.- Expérience 256 étoiles 
— Monte-Carlo 162 étorles 


(14) 

b) Pour les neutrons, nous 
obtenons la distribution donnée 
sur la fig. 15. 

Le plus grand nombre de neu- 
trons est émis avec des énergies 
égales ou peut étre mème infé- 
rieures à 100 MeV. 

Nous n’avons pas de compa- 
raison directe possible avec nos 
experiences. 

Seules, les courbes I et II de 
la fig. 8 de la Première Partie, 
nous donnent, par soustraction, le 
nombre d’étoiles où l’énergie # 
s’en va sous forme de neutrons 
rapides. 

Nous retrouvons d’ailleurs, cette RIE TREE IO a a ed 
distribution Ss les données ob- Fig. 14-17. — Distribution en énergie. Pro- 
Aes par la méthode de Monte- tons incidents (340 MeV). Noyaux lourds. 

arlo. 


dir 4 ll 
60 140 220 0 
E (Mev) des protons sortants 


NEUTRONS Monte-Carlo 158 etoiles 


(15) 


(unites arbitraires ) 


=f 
100 180 260 340 


E (MeV) des neuirons sortants 


NOMBRE DES PARTICULES PAR INTERVALLE DE 40 Mev 


Monte Carlo (1choc) 


— 0-50 3 
Toi 80180 798 


NEUTRONS de p-n 
278 chocs 


PROTONS de p-P 
596 chocs 


(16) 
(17) 


REMARQUES. — Nous donnons également les spectres des neutrons (fig. 16) 
et des protons (fig. 17) issus d’un seul choc nucléon-nucléon et calculé par 
la méthode de Monte-Carlo. 

L’intérét de ces deux graphiques est de montrer, tout d’abord, la distri- 
bution en énergie des nucléons aprés un seul choe et, ainsi, de voir comment 
la forme de cette distribution se modifie au fur et à mesure que le nombre 
des chocs augmente, pour donner finalement des distributions comme celles 
des fig. 14 et 15. 

Ensuite, nous pouvons considérer ces spectres d’énergie comme représen- 
attifs de passages 4 travers des noyaux très légers (Li, Be et avec une pré- 
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cision moindre C, N, O), où le nombre de passages avec un seul choc est do- 
minant. 

Nous verrons plus loin quelques détails a ce sujet. 

Finalement, la forme de ces spectres calculés est liée a la fois au mode 
d’expression du principe de Pauli et è la distribution des moments des nucléons 
dans le noyau. Nous avons ainsi un moyen de vérifier la validité de ces deux 
paramétres, si toutefois nous possédons des résultats expérimentaux conve- 
nables pour ce contròle. 

Nous reparlerons de ces résultats & propos des noyaux légers (Chapitre 3°3). 

L’étude plus attentive des résultats qui ont permis de tracer la fig. 15 
montre que l’histogramme peut grossiòorement étre représenté par la somme 
de deux courbes I et II. En effet, on s’apercoit que les neutrons très éner- 
giques (E > 280 MeV) sont issus en général d’un seul choc p-n. 

Leur distribution en énergie est alors donnée par la courbe II tirée de la 
fig. 16. 

Les neutrons produits par ce premier choc p-n et qui ne sortent pas, vont 
engendrer une cascade. Le spectre en énergie des neutrons rapides issus de 
cette cascade, doit étre identique 4 celui des protons de la fig. 14, mais 
légérement décalé vers les basses énergies. Car, si les protons ont, au départ, 
340 MeV, les neutrons possèdent au début de la cascade, une énergie un peu 
inférieure: environ 280 MeV. 

Nous obtenons alors la courbe I. 

Il est évident que le phénomène est, dans le détail, plus compliqué. Il existe 
des neutrons rapides de provenances diverses et autres que celles signalées 
ci-dessus. 


31.2. Distribution angulaire. — La distribution angulaire des nu- 

cléons sortant avec des énergies 

“EI i as supérieures à 100 MeV est donnée 

se PE Sey sheds puri 2134) pour les protons (fig. 18) et les 
$3 neutrons (fig. 19). 

My È Le spectre angulaire des pro- 
28 tons, caleulé par la méthode de 
né oe alice — Monte-Carlo est semblable à celui 

PETE que nous avons obtenus expéri- 

Fig. 18-19. — Distribution angulaire. Noyaux mentalement, sauf cependant aux 

lourds (A = 100). petits angles (0--100). 


L’expérience, en omettant les 
étoiles avec N, = 0, sous-estime certainement le nombre de protons sortant 
dans cet intervalle angulaire. 

Ainsi pourrait s’expliquer cette légére différence entre les deux spectres, 
aux petits angles. 
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Nous voyons, de plus, qu’il y a un maximum de protons émis, aux alen- 
tours de 35~—40°. 


Le spectre de neutrons, par contre, a une allure toute différente. 

Le plus grand nombre de neutrons sort aux petits angles, entre 0 et 300, 
Le maximum est, sinon a 0°, du moins très voisin. 

La courbe I représente, pour le Cuivre, les résultats de MILLER et coll. [55] 
qui ont étudié la distribu- 
tion angulaire des neutrons 
énergiques produits par le 
passage de protons de 
330 MeV, dans les noyaux 
de Be, Al, Cu, U. 

Nous donnons, en plus 
(fig. 20) la distribution an- 
gulaire obtenue, par la mé- 
thode de Monte-Carlo, aprés 
un seul choc, pour les pro- 
tons et les neutrons. 

0 (S.L.) est Vangle de 
diffusion dans le système 


n 


Ss 


Pourcentage de nucléons diffusés 


20 40 60 80 100 ZO 149 150 180 


6 (4.5) degrés du laboratoire. 
Fig. 20. — Distribution angulaire Les courbes se rappor- 
après un choc Monte-Carlo. tant aux nucléons dont 1°é- 
vy p ou n de (pn) 20<Z< 340 MeV (278 chocs), Nergie E est telle que 
x p ou n de (pn) 80<E< 340 MeV (192 chocs). 
O) p de (pp) 20< # < 340 MeV (596 choes). 20<E< 340 MeV, 
° p de (pp) 80< # < 340 MeV (436 chocs). 


expriment les résultats bruts 
des chocs «nucléon-nucléon lié » permis. 20 MeV est le seuil défini par le 
principe de Pauli. 
Les courbes pour lesquelles on a 


80<E< 340 MeV, 


constituent une tenative faite pour adapter les résultats bruts de la méthode 
de Monte-Carlo au passage d’un proton de 340 MeV dans un noyau très 
léger comme Be. 
Une justification de cette facon d’opérer sera donnée au paragraphe 33. 
Cependant, en admettant dés maintenant cette conclusion, nous voyons 
que la distribution angulaire des neutrons issus de chocs p-n a un maximum 
à 0°, ou au voisinage immédiat, et une largeur a mi-hauteur de 54°. 
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Ces valeurs correspondent aux résultats donnés, pour Be, par MILLER et 
coll. [55] et è ceux donnés par de JUREN [56]. 

Minter et ses collaborateurs trouvent que la largeur a mi-hauteur, qui 
est de 54° pour les neutrons issus de Be, varie peu avec les noyaux étudiés 
(59° pour Al et Cu, 58° pour U). 

Ceci est en accord avec les résultats de la méthode de Monte-Carlo qui 
donne, aussi, une très faible variation de cette largeur, lorsque l’on passe de 
un choc (cas du Be) à un nombre beaucoup plus grand de choes (noyaux lourds, 
rales. 319). 


301.3. Nature des particules énergiques sortantes. — Les résultats 
sont indiqués au Tableau I. 


TaBLEAU I. — Noyaux lourds. 


| A I ; ae 
È Monte-Carlo, 250 étoiles, Expérience, 251 étoiles 1< M,< 2, 326 étoiles 
| % E > 100 MeV E > 100 MeV E > 30 MeV 
p 46.5 +5 38 +5 
5244 
pn 7.2+2 9+1.5 
| | 
| n, 2n 32 +4 38+3 | 25+2.5 
| 2p 9.3+1.5 10+1.5 2142.5 
| 
| 
| Arréts 5 +1.5 5+2 = 
3p 0 0 241 
| 


La classification faite expérimentalement y figure également pour compa- 
raison. Nous constatons que, dans la limite des erreurs statistiques, l’accord 
est satisfaisant. 

Cette question sera reprise au paragraphe 3°3 où elle sert de point de départ 
pour l’hypothèse de la difference de structure entre les noyaux lourds et les 
noyaux légers de l’émulsion. 


3°2. Quelques autres résultats intéressants tirés de la méthode de Monte-Carlo. 


3'2.1. Angle de deux nucléons après un choc. — Sur les fig. 21 
et 22, nous avons marqué la distribution des valeurs de l’angle wm des deux nu- 
cléons après le choc. 

Les exemples ont été calculés par la méthode de Monte-Carlo, en utilisant, 
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pour le nucléon cible, la distribution 75h p-p 
des vitesses donnée par HEIDMANN ee an ete 
[20]. 
Nous n’avons conservé que les Mi 
chocs permis par le principe d’ex- 30 : oe 
clusion. xo i 
Dans le choc nucléon-nucléon li- = 
bre, avec nucléon cible au repos, wo 20 40 60 80 RITO INTV 
l’angle © est invariable et égal à 900, è 
dans le cas ron relativiste où nous on Bn 
nous plagons. È er es 
Le calcul relativiste qui s’impo- 20 
serait a 340 MeV n’apporte, toute- 
fois, qu’une légére variation d’angle Lg (22), 
i 


(quelques degrés) et complique d’une 


+ SS SS SS SS _—- 
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 


fagon considérable le traitement du degrés w 
probleme. Fig. 21-22. — Angle de deux nucléons 
Au lieu de trouver, pour ©, une après 1 choc (Monte-Carlo). 


valeur fixe, nous trouvons une di- 
stribution autour de 90° qui peut étre assez bien représentée par une courbe 
de Gauss (courbe tracée sur Vhistogramme). 

La déviation standard o est de 28° pour p-p et de 38° pour p-n. 


32.2 Vérification de la valeur des paramètres qui servent a 
décrire le passage à travers le noyau. — L’aspect le plus séduisant 
de la méthode de Monte-Carlo est, sans doute, son utilisation pour la vérifi- 
cation de la valeur des paramétres et des hypotheses utilisées. 

Parmi ceux-ci, x, A., R, la distribution #’ des moments sont les plus im- 
portants. 

Mais, dans beaucoup de phénomenes, ils interviennent ensemble. Il est 
alors malaisé de mettre en évidence l’influence de chacun d’eux. 

Nous avons, dans ce qui précède, montré que le jeu de paramètres et d’hypo- 
thèses choisi (d’ailleurs d’aprés des critères indépendants de la méthode de 
Monte-Carlo), convenait pour expliquer, d’une facon globale, le passage d’un 
nucléon à travers un noyau lourd, comme donnant lieu à une cascade de 
choes nucléon-nucléon. 

Nous pouvons cependant, en nous rattachant a des études plus particu- 
liéres, préciser certains points. 

Nous verrons d’ailleurs que, dans la majorité des cas, c'est le bagage expé- 
~~onrtal qui fait défaut. 

ous rappellerons tout d’abord la détermination du rayon du noyau qui 

-cessite la connaissance précise de o; pour étre fixé d’une fagon directe. 
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È étant donné, 7, s’en déduit à condition de pouvoir-évaluer x d’une fagon 
sùre. Il est nécessaire pour cela de bien connaître expérimentalement les lois 
de diffusion nucléon-nucléon libre, aux petits angles et a des énergies diffé- 
rentes. 

Là, encore, les résultats expérimentaux sont insuffisants: 

En ce qui concerne ,, le modèle de Goldberger que nous avons utilisé, 
nous fournit déjà, malgré sa faible sensibilité, des renseignements grossiers 
mais utiles. 

Ainsi, nous avons remarqué qu’une valeur de 7, de 40% plus élevée, signalée 
par d’autres auteurs [45], fourvit trois fois moins d’étoiles visibles qu’il n’y 
en a en réalité. 

De ce fait, le domaine de variation de ce parametre se trouve restreint. 

La distribution £' des moments des nucléons dans le noyau, que nous avons 
utilisée, se trouve justifiée par l’accord avec les expériences de MILLER et coll., 
à la fois, pour le passage global dans un noyau lourd et pour un nombre de 
chocs restreint (passage dans un noyau très léger). 

A cet égard, il est malencontreux que les quelques expériences susceptibles 
d’étre utilisables pour vérifier cette distribution des moments aient été faites, 
presqu’uniquement sur le Carbone où l’existence de sous-structures (dont nous 
parlerons, en détail, plus loin), vient compliquer et méme quelques fois fausser 
l’interprétation des résultats. 

Cette distribution des moments peut étre étudiée d’une facon très précise 
grace à la connaissance de l’angle m de deux nucléons après un choc. 

Les courbes que nous avons données (fig. 21 et 22) sont sensibles à la 
forme de cette distribution. La déviation standard est d’autant plus grande que 
les moments élevés sont plus nombreux. 

Il n’existe, dans ce cas, qu’un seul groupe d’expériences, d’ailleurs insuf- 
fisant [22]. 

D’autres renseignements expérimentaux, tels que la distribution en énergie 
à un angle donné (ou dans un intervalle angulaire donné), pour différents 
noyaux (surtout les noyaux légers autres que les noyaux a structure «), seraient 
de la plus grande utilité. 

Nous avons retrouvé, par exemple, par la méthode de Monte-Carlo, le 
spectre en énergie des neutrons diffusés par le Be, bombardé par des protons 
de 340 MeV [57]. 

Certaines de ces expériences devraient étre poursuivies avec des techniques 
autres que celle de l’émulsion photographique. L’inconvénient majeur de cette 
technique est de ne pas donner, toujours, des résultats d’un poids statistique 
suffisant. 

Il serait aussi nécessaire de rechercher l’étude du phénomène spécifique 
de chaque paramétre (angle de deux protons sortants, pour la distribution 
des moments des nucléons: distribution angulaire dans des noyaux très légers 
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N 


des nucléons sortant au voisinage de 0°, pour le facteur «x et la distribution des 
moments; o, pour la détermination de 4, et du rayon du noyau). 


3°3 Cas de noyaua légers (C, N, O). Introduction de Vhypothése de V existence de 
sous-structures instantanées dans les noyaux légers de Vémulsion photographique. — 
Le modéle de Fermi semble ne pouvoir étre appliqué, à cause de son ca- 
ractère statistique, qu’a des noyaux lourds qui ont un très grand nombre de 
nucléons. 

Cependant, il semble bien que son utilisation puisse s’admettre, au moins 
en partie, pour les noyaux légers. 

Une remarque va justifier ce point de vue. 

Elle se rapporte aux résultats de SCHAMBERGER [58] sur la diffusion inéla- 
stique des protons de 240 MeV, par le 
proton du Deuterium. 

Cet auteur trouve, comme spectre 
angulaire des protons diffusés à un angle 
0 (C.M.), Ja courbe I (fig. 23). 

Cette courbe differe de la courbe 
de diffusion proton-proton libre avec 
proton cible au repos, qui est isotrope. 

Il est naturel de penser que l’affais- 
sement de cette courbe, aux angles in- 
férieurs è 90°, est di au principe d’exclusion (puisque le proton du deuton est 
lié) et également a Vinfluence du mouvement de ce proton. 

Or, en étudiant les chocs « proton-proton lié », par la méthode de Monte- 
Carlo, avec nos hypotheses habituelles, nous obtenons la courbe II qui, quoique 
differente, présente une grande analogie d’allure avec la courbe I. 

Ceci tend & prouver que l’interaction « nucléon-nucléon lié » telle que nous 
l’avons utilisée dans les noyaux lourds, peut étre employée pour les noyaux 
légers. 

On peut d’ailleurs remarquer que la distribution des moments que nous 
utilisons a été établie par HEIDMANN, pour le Carbone avec le modèle de 
Wheeler pour ce noyau. Ce modèle tient compte au maximum des propriétés 
particuliéres du Carbone, quant a la structure. 

Nous introduisons d’autre part, le principe de Pauli, pour un gaz de Fermi. 
Ce modéle est évidemment mal adapté a la représentation d’un noyau léger, 
surtout en ce qui concerne les propriétés statistiques (comme 4 théorique, 
par exemple). 

Mais, nous pensons qu’il réalise une approximation suffisante pour évaluer 
la liaison d’un nucléon dans le noyau. En effet, la profondeur du puits de 
potentiel calculée par ce modéle est indépendante du nombre de nucléons. 

Nous conservons donc, pour un noyau léger (N, par exemple), Pemploi 


i=] 


da/dw(mb/ster.) 


30 


nombre de protons diffusés 


a langle 0 
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Fig. 23. — è courbe I; © courbe II. 
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du choc « nueléon-nucléon lié » tel que nous l’avons défini et utilisé pour l’étude 
des noyaux lourds. 

Les noyaux légers étant beaucoup plus transparents que les noyaux lourds, 
il se produira un nombre de chocs moindre durant une traversée. 

En utilisant un libre parcours moyen dans la matiére nucléaire, A, défini 
comme pour les noyaux lourds, nous pouvons calculer que pour l’azote, sur 
100 passages avec interaction, il y en a 60 avec un seul choc, 30 avec deux 
chocs et 10 avec trois chocs et plus. 

Au point de vue pratique, le petit nombre de chocs qui se produisent lors 
dune traversée, nous permettra de traiter le problème du passage, dans un 
noyau léger, d’une facon beaucoup plus rapide et beaucoup plus maniable. 

Nous allons, tout simplement, calculer par la méthode de Monte-Carlo un 
certain nombre de «cas» à un choc, puis à deux chocs. Nous les réunirons 
ensuite, en respectant les proportions de 60 passages à un choc pour 30 pas- 
sages à deux chocs. 

Nous négligeons, en première approximation, les passages è nombre de 
choes plus élevé, qui, à cause de leur petit nombre, ne changent pas lordre 
de grandeur des résultats que nous donnons. 

Nous avons ainsi tracé la courbe de distribution angulaire déjà signalée, 
de la fig. 20. 

Nous avons méme, dans ce cas, considéré uniquement les traversées avec: 
un seul choc. 

Puisque la forme de la courbe de distribution angulaire n’est pas affectée 
par le nombre de chocs (comme nous l’avons vérifié lors du passage dans les 
noyaux lourds, fig. 19), nous pouvons, non seulement nous contenter du 
premier choc, mais encore remarquer que cette distribution est directement 
et presque uniquement fonction de la distribution des moments choisie pour 
les nucléons dans le noyau. 

Il nous reste a expliquer le seuil de 80 MeV, introduit lors de l’établissement. 
de ces courbes, pour nous rapprocher des conditions de l’expérience. 

Soit un choc p-n, calculé par la méthode de Monte-Carlo, où nous avons. 
après le choc la configuration suivante: 


E, = 310 MeV et E =80 MeV, 


correspondant à un choc du proton de 340 MeV contre un neutron de moment £' 
égal a 30 MeV. 

Rappelons qu’un nucléon gagne environ 20 MeV, profondeur du puits de 
potentiel, en entrant dans un noyau, et les perd en sortant. 

Le neutron, s’il ne donne pas de choes ultérieurs, sortira avec une énergie: 
de 50 MeV. 
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En réalité, il produit, dans la majorité des cas, d’autres choes et c'est, par 
ce moyen, que le noyau léger regoit une certaine énergie d’excitation. Le calcul 
permet d’estimer cette énergie d’excitation & 25 MeV en moyenne. 

A ce moment, le neutron sortira avec 25 MeV seulement. Cette énergie 
est justement «l’énergie seuil», à partir de laquelle les neutrons sont enre- 
gistrés dans les expériences de MILLER et coll. [55]. 

Ainsi, nous sommes amenés à conclure que, dans un noyau léger comme 
le Be (pour lequel existent des résultats expérimentaux), la distribution angu- 
laire des nucléons sortants peut étre correctement prévue en faisant intervenir 
des choes « nucléon-nucléon lié » uniques, caleulés dans les conditions énoncées 
plus haut. 

La possibilité de traiter les interactions avec les noyaux légers, sans étre 
obligé de suivre les particules à travers le noyau, rend les opérations beaucoup 
plus rapides. 

Cette facon de concevoir le passage des nucléons à travers les noyaux légers, 
va nous conduire à d’autres résultats importants. 

C'est principalement l’étude de la nature des particules après les chocs 
qui va nous en fournir la matière. 

- C’est d’ailleurs cette étude qui nous a incités à émettre, une première fois, 
l’hypothèse de l’existence de sous-structures instantanées dans les noyaux 1é- 
gers de l’émulsion [17]. 

Sur le Tableau II, sont comparés les résultats obtenus pourla classification 
en groupes (p, pn), (n, 2n), etc., d’une part par le calcul, d’autre part par 
l’expérience. 

TaBLEAU II. — Noyaux légers. 


2 Monte: Carlo E>80 MeV | Expérience doue-gtructutes 
Vo 250 évènements | E > 30 MeV 30% 
1 choc 2 chocs | 277 étoiles ; 
j SEE 
pn | 
| = | 

n, 2n 2542.5 | 26+2.5 16.5+2 17.8+2 

2p 2342.5 DER) 16.5+2 eee 
Arréts 0 0 0 0 

3p 0 2+1 _ 0.541 | 


Dans la méthode de Monte-Carlo, nous avons groupé les passages à un choc 
et les passages A deux chocs, dans les proportions déja indiquées, avec, comme 


220 J. COMBE 


limite d’énergie pour les partieules enregistrées, E — 80 MeV comme précé- 
demment. 

Nous remarquons de suite un désaccord entre le calcul et l’expérience, 
surtout en ce qui concerne la proportion des groupes (p, pn), (2p) et (n, 2n). 

C'est ce désaccord qui nous a incités, après de nombreuses autres preuves 
fragmentaires, à émettre l’hypothèse de l’existence de sous-structures instan- 
tanées dans les noyaux légers (C, N, O) de l’émulsion photographique. 

Le passage d’un nucléon a travers ces noyaux, est alors compris de la 
facon suivante. 

Il donne lieu, dans un certain nombre de cas (nous préciserons le nombre 
plus loin), & des chocs «nucléon-nucléon lié » tels que nous les avons envisagés 
jusqu’è maintenant, 

Mais, dans d’autre passages, se produisent des chocs protons-sous-structures 
(p-a, pale p-:He, pH). 

Dans ce cas, le proton ne change jamais de charge, à l’encontre de ce qui 
se produit dans une interaction p-n, où, une fois sur deux, le proton devient 
neutron. 

Ainsi, l’hypothèse de certains passages par chocs sur sous-structures, con- 
duit 4 l’existence d’un groupe (p) plus abondant, et réduit limportance des 
des groupes (2p) et (n, 2n). C’est qualitativement, l’effet remarqué., 

Cependant, il est possible de préciser quelle doit étre l’abondance de ces 
passages sur sous-structures, pour retrouver les résultats expérimentaux. 

Nous avons simplement a additionner deux phénoménes en proportion 
convenable, et nous connaissons pour chacun d’eux, l’effet propre. 

Ainsi, en supposant 30% de passages par chocs, sur des sous-structures, 
nous obtenons les résultats marqués dans la dernière colonne du Tableau II. 
Nous voyons qu’ils sont en accord quantitatif avec ceux trouvés par l’expé- 
rience (avant-dernière colonne du Tableau II). 

Remarquons que les résultats donnés par la méthode de Monte-Carlo, pour 
un et deux chocs, sont en accord avec les résultats expérimentaux obtenus 
sur les étoiles de noyaux lourds pour lesquels on a 1<N,<2 (dernière 
colonne du Tableau I). 

Ceci confirme encore, la validité d’un schéma unique de chocs nucléon- 
nucléon, pour la traversée des noyaux lourds et légitime Vhypothése admise 
(Première Partie, Chapitre III) que, dans les noyaux lourds avec une ou deux 
branches d’évaporation, il y a en moyenne un ou deux chocs et que, de ce 
fait, ils sont comparables aux noyaux légers au point de vue de l’énergie recue. 

Nous retrouvons méme les différences quantitatives signalées au Chapitre III 
de la Première Partie, entre les étoiles de noyaux légers et les étoiles de noyaux 
lourds avec une ou deux branches d’évaporation. [59]. 


1) Entre 0 et 10°, il n’y a aucun proton sortant d’un noyau léger, alors 
qu’il y en a 14% pour les noyaux lourds, dans le méme domaine angulaire. 
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Or, la méthode de Monte-Carlo donne, pour le passage par choc « nucléon- 
nucléon lié », valable pour les noyaux lourds, 22% de p issus de p-n et 12% 
de p issus de p-p, soit une moyenne de 17% de protons dans le domaine angu- 
laire 010° (fig. 20). 

Pour les noyaux légers, la diffusion élastique par des sous-structures, qui 
est surtout importante pour des petits angles de diffusion, est beaucoup plus 
intense que la diffusion inélastique. 

Mais l’énergie cédée dans un choc p-«, par exemple où le proton est diffusé 
à 10°, est 4 MeV; ceci est insuffisant pour produire une étoile. 

Ainsi s’explique l’absence de protons diffusés, pour les noyaux légers, dans 
le domaine angulaire 0--10°, 


2) Dans le domaine 30—40°, le modéle du choc «nucléon-nucléon lié » 
donne la valeur 12%, pour le pourcentage de protons sortant avec une énergie 
supérieure à 300 MeV. La valeur trouvée expérimentalement (Première Partie, 
Chapitre III), pour les noyaux lourds avec une 
ou deux branches d’évaporation, est 10 %. Ì 

Pour les noyaux légers, en supposant la 
proportion de 70 passages inélastiques et 
de 30% de passages élastiques, nous obte- 
nons, sur 100 protons sortants, 8 protons 
issus de chocs inélastiques et 30 issus de 
chocs élastiques, soit, en tout, 38 protons 
d’énergie supérieure a 300 MeV. 

Expérimentalement, nous en avons 35. 


‘otons diffuses a langle @ 
5 151) D 
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Nous avons résumé, par les courbes de 
la fig. 24 l’influence respective des deux sortes 
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La courbe I représente la distribution an- : pit oh Aly a ae 

: . ; Fig. 24. — I: Diffusion inélastique 
gulaire des protons apres un choc, calculée (Monte-Carlo I'choe) VIAN 
par la méthode de Monte-Carlo. Ce sont les sion élastique p-d à 240 MeV 
protons issus de p-n et de p-p avec (Phys. Rev. 85, 424 (1952)); 
E> 80 MeV (voir fig. 20). III: Diffusion élastique moyenne 

C’est la distribution angulaire caractéristi- p-sous-structires (340 Mey), 
que du passage par chocs «nucléon-nucléon lié ». 

La courbe II donne la distribution angulaire des protons diffusés par des 
deutons. 

C’est une courbe obtenue expérimentalement par SCHAMBERGER [58], avec 
des protons de 240 MeV. Il n’existe aucune autre expérience de diffusion élas- 
tique par les sous-structures qui nous intéressent (x, HH): 

Cependant, il est possible d’ajouter quelques remarques qui permettent 
une meilleure utilisation de cette courbe. 
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Une courbe de diffusion élastique est considérée, théoriquement, comme 
représentant la tache de diffraction, produite par un obstacle (en l’occurence 
le noyau de rayon ER), placé sur le trajet d’un nucléon qui est caractérisé, 
dans son aspect ondulatoire, par sa longueur d’onde associée de de Broglie i. 

La largeur angulaire de cette tache (qui correspond a la largeur de la courbe 
de diffusion élastique) varie comme X/R. Done, à une énergie donnée (x donné), 
la courbe de diffusion élastique est d’autant plus étroite que R est plus grand. 

D’autre part, pour un noyau donné, cette largeur est d’autant plus faible 
que l’énergie incidente est plus grande (% plus petit). 

Ces considérations nous amènent & prendre la courbe III, comme repré- 
sentant approximativement l’allure moyenne, par rapport à la courbe IT, de 
la diffusion élastique p-sous-structures, à 340 MeV. 

Cette courbe demanderait, pour étre tracée avec exactitude, la connais- 
sance expérimentale de la diffusion élastique p-sous-structures, 4 340 MeV. 

Nous venons ainsi de voir que les différences signalées entre les noyaux 
légers et lourds, è la fois en ce qui concerne les distributions angulaire et en 
énergie des protons rapides sortants, et en ce qui concerne la nature des 
branches énergiques (groupes (p), (n, 2n), (2p)...) sont toutes expliquées 
quantitativement, par deux hypothèses concernant la structure des noyaux. 

Pour les noyaux lourds, c'est le passage par chocs «nucléon-nueléon lié » 
qui rend compte des faits expérimentaux. 

Pour les noyaux légers (C, N, O), il faut ajouter au passage par choes 
« nucléon-nucléon lié », des passages par chocs contre des sous-structures instan- 
tanées, dans la proportion de 30% environ. 

Ces sous-structures ne sont pas permanentes. Elles sont constituées par les 
nucléons du noyau qui, au cours de leur mouvements extrémement complexes 
s’assemblent d’une facon éphémère, en édifices «x, *He, ?H, *H. 

C'est alors que le passage se fait par choes nucléon-sous-structure. 

Puis l’édifice se dissocie, les nucléons redeviennent séparés et le passage 
correspond alors à un passage par choes nucléon-nucléon. 


REMARQUE. — Déjà, en 1945, au Colloque International de Bristol, sur les 
Particules Elémentaires, JoLIOT avait insisté sur le fait qu'il serait intéressant 
de considérer certains noyaux légers comme constitués de sous-structures telles 
que les particules «. 

CUER, par la suite, émit l’idée que dans les noyaux, d’une fagon générale, 
des groupements de nucléons peuvent agir comme un ensemble et donna, 
d’après cela, un schéma d’absorption des mésons [60]. 

Il suggéra, également, l’existence d’une sous-structure instantanée pour le 
Carbone, à propos du mécanisme d’émission des mésons nucléaires. Il explique 
ainsi, pour la création de mésons dans ce noyau, l’existence d’un seuil plus 
bas que celui qui résulte d’une interaction nucléon-nucléon [61]. 
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D’autre part, TAmoR [62], pour interpréter les résultats sur l’absorption 
des ~~ au repos par les noyaux (étoiles 0), a fourni deux modes d’explication. 

L’un est valable pour les noyaux lourds et suppose une interaction primaire 
du =~ avec une paire « neutron-proton ». Les deux neutrons issus de ce pro- 
cessus partent suivant des directions opposées, chacun avee une énergie de 
70 MeV; durant leur trajet a travers le noyau, ils cédent de l’énergie proba- 
blement par une cascade de chocs, identique 4 celle que nous avons introduite 
dans ce travail. 

Par contre, pour les noyaux légers de l’émulsion photographique, TAMoR 
propose une interaction primaire du xz avec une particule x qui se désintégre 
avec émission d’un neutron de 90 MeV et d’un triton de 30 MeV. 

Ce neutron doit poursuivre alors son chemin è travers le noyau en donnant 
d’après notre schéma, des chocs, tantòt contre des nucléons, tantòt contre 
des groupements. 

Ces deux hypothèses rendent compte, qualitativement, des résultats expé- 
rimentaux, surtout en ce qui concerne le nombre de protons énergiques sor- 
tants [3]. 


Done, la diffusion élastique p-sous-structures, dont les caractères sont net- 
tement distinets de la diffusion inélastique « nucléon-nucléon lié » s'est mani- 
festée par des phénomènes nettement marqués. 

Nous allons, dans ce qui suit, en voir d’autres exemples donnés par l’expé- 
rience. 


3°4. Quelques autres résultats typiques soutenant Vhypothese dune sous-struc- 
ture instantanée dans les noyaux légers de Vémulsion photographique [63]. — Nous 
allons analyser, en détail, deux groupes 


de résultats importants. 4 Ep'(Mev) 
i |Ep (340Mev) 


4 cible 
Fp'7°4(@He,etc) 
A 70 


1) En premier lieu, nous allons 9 
utiliser des résultats qui proviennent 
d’une étude plus approfondie et plus È 
détaillée de remarques déjà faites (Pre- 289 
mière Partie, Chapitre III). 

Ces résultats concernent l’étude phé- sil 
noménologique de la relation « énergie- 4 
angle » pour les protons diffusés par Ho + È 
les noyaux légers de l’émulsion. 6 degrés (syst.lab.) 
Sur la fig. 25, sont marquées les Fig. 25. 
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énergies des protons sortant d’étoiles produites dans des noyaux légers, en 
fonetion de langle 9 que fait chacun de ces protons avec le proton incident. 

Nous avons pris seulement les protons très énergiques (en l’occurence 
E > 220 MeV par exemple), parce que c’est seulement dans ce domaine d’énergie 
élevée que le phénomène qui nous intéresse est visible. : 

L’énergie, déterminée par comptage de grains, est donnée, en général, a 
Vaide de la courbe de la fig. 5, Première Partie, 4 +15 MeV près, en 
moyenne. 

Cependant, pour certains points (tous ceux qui sont au-dessus de #=300 MeV) 
une estimation plus précise de l’énergie a été possible grace a la remarque 
suivante. 


| 


Nous prenons comme limite supérieure de ’énergie du proton sortant, une 
valeur calculée en soustrayant de 340 MeV (énergie incidente) énergie qui 
est partie sous forme de branches noires. 

Évidemment, comme nous ne savons pas toujours la nature de ces branches, 
nous avons pris chaque fois la désintégration en particules x qui correspond 
à Pénergie minimum qui puisse étre emportée. 

Comme limite inférieure de l’énergie, nous avons pris celle qui résulte de 
la mesure par comptage de grains, diminuée de l’erreur statistique due aux 
fluctuations du nombre de grains. 

Certains points sont donnés avec une erreur nulle (en réalité très faible) 
parce qu’ils proviennent d’une étoile de décomposition du Carbone, en trois «; 
bien identifiée. Dans ce cas (Première Partie, (fig. 2)) énergie dissipée par les 
branches noires est connue exactement par le bilan de la réaction 


120 > 3a. 


Nous avons tracé également, sur ce graphique, les courbes « énergie-angle » 
correspondant a des chocs p-sous-structures (p-v, p-#H, p-?H) calculés dans 
le cas relativiste. 

Nous voyons que 20 étoiles au moins, sur 40, ont des protons sortants qui 
peuvent provenir Mun choc p-sous-structures. 

Ces protons sont groupés entre 16° et 40° environ. 

Dans ce domaine angulaire, la diffusion élastique qui a lieu surtout aux 
faibles angles (0 —40°) est importante. 

Le domaine (0--16°) doit aussi donner une diffusion élastique intense; 
mais le faible transfert d’énergie (10 MeV à 16°, pour p-x) ne donne pas d’étoile 
nettement visible. 

Les chocs «nucléon-nucléon lié» ont également lieu, en grand nombre, 
dans ce domaine angulaire 040°. Mais la distribution en énergie, au lieu 
d’étre localisée au-dessus de 300 MeV, descend nettement en-dessous. 

Les points situés au-dessous de 300 MeV, proviennent, en grande partie, 
de choes «nucléon-nucléon lié ) (voir fig. 16 et 17). 
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Toutefois, Vhypothése d'un choc du proton incident contre des sous-struc- 
tures, demeure tout a fait adaptée pour expliquer, a la fois, la configuration 
et le groupement de ces 20 étoiles. 

D’ailleurs, des études sont poursuivies, & l’heure actuelle, pour apporter 
des précisions nouvelles à cette hypothése: telle, par exemple, l’analyse d’étoiles 
de décomposition du Carbone en 3a, par un proton de 340 MeV, suivant le 
schéma [64]: 


“O(p, p')3x. 


Il apparaît déjà, dans la majorité des cas, entre le proton sortant p’ et 
une des x de l’étoile, une corrélation d’angle et d’énergie, caractéristique d’un 
choc p-a. 

C'est le cas, par exemple, de l’étoile de la fig. 2, Première Partie. 

Dans cette étoile, la particule x, et le proton sortant, peuvent étre consi- 
dérés comme issus d’un choc direct p-x. 

Après la sortie du proton et de la particule «,, il reste un noyau de *Be* 
qui se désintègre en donnant deux nouvelles particules «. 


2) Un autre exemple extrémement important, pouvant servir à la mise 
en évidence de sous-structures dans le Carbone est fourni par les résultats. 
expérimentaux de STRAUCH et Trrus [65]. Ces auteurs donnent la distribution 
de l’énergie E_, des protons sortant a 40° 
du Carbone bombardé par des protons J a (NI NMUN MIL LI 
de 93 MeV (fig. 26). OOF i 

(Les valeurs E,, sont données dans v 1 ne 
le système du centre de masse de l’en. 2089 
semble, p-+ Carbone). 

Ils trouvent ainsi cinq maximums; 
ils attribuent le premier (E ,—80 MeV) 
à la diffusion élastique des protons par 
le Carbone et les trois suivants à des 
états excités de 1°C. Le dernier, enfin, sl: io E ORI PA 
serait dù à un maximum dans la distri- di ca ey (Mev) ie “4 
bution des deutons de « pick-up ». Ces Fig. 26. 
deutons sont formés par la capture, 
par le proton incident, d’un neutron du noyau avec lequel il forme un deuton 
qui sort. 

L’excitation de niveaux de 12C, par un phénomène de résonance, peut 
s'admettre. 

Le proton incident, lors de son passage, céde certaines quantités d’énergie 
bien déterminées, avec une plus grande probabilité. 

Mais alors, si des niveaux étaient excités dans 120, lors de cette réaction,. 


~27 


en unités de 10 


do 
dade 
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ils devraient l’ètre aussi pour la réaction similaire [66] 


12C(p, n) 


faite avec des protons incidents de 95 MeV (fig. 27). 
Or, dans cette réaction, n’apparaît que le continuum dt a la diffusion 


inélastique (chocs p-n). 


Nous proposons une autre interprétation des résultas. 
Nous attribuons le premier maximum (E, = 80 MeV) a une diffusion 
élastique des protons par le Carbone, tout comme STRAUCH et TITUS. 


cm? 
MeV ster. 


aie: -27 
en unites de 10 


T 
COMO co 07 80 90 
Energie des neutrons en MeV 


no 


Mais les trois «pics», qui 
suivent, peuvent, à notre avis, 
étre expliqués par une diffusion 
élastique des protons incidents 
par des sous-structures (4He, 
SHeyous He) 

Le calcul relativiste de ’em- 
placement des «pics» suivant 
cette hypothese, donne des va- 
leurs qui sont en excellent ac- 
cord avec les résultats expéri- 
mentaux (Tableau III). 

Enfin, le dernier « pic » (E, = 
=45 MeV) serait du a la diffu- 
sion des protons incidents par 
les protons du noyau. 


Un proton diffusé à 40° dans un choc p-p libre, a une énergie de 45 MeV 
(dans le système du centre de masse de ensemble p-+Carbone). 


TaBLEAU III. — (C.M.; relativiste; E en MeV). 


| p-noyau 
120 {E,: calculé 81 
|Ey expérimental 80 
| 
| 
329 E; caleule 86 
E, expérimental | 85 


| 
pa p*He | p*H || pp 
Ed | ae aie 
75 72 | 65 | 45 
15 OR o 
78.5 eg SAT 
79 na ian te yp m5 


Dans le cas de chocs « proton-proton lié », à 40°, apparaissent des protons 
de toutes les energies, avec cependant un maximum pour 45 MeV. 

Ce dernier «pic» peut done étre considéré comme faisant partie du con- 
tinuum de protons issus de la diffusion inélastique des protons incidents par 


le Carbone. 
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La remontée vers les énergies plus faibles, serait due à la contribution des 
chocs multiples tels qu’ils apparaissent dans le schéma du passage suivant 
une cascade de chocs nucléon-nucléon. 

Ce continuum de protons aurait une provenance analogue au continuum 
de neutrons de la réaction 12C (p, n). 

L’explication par un «pic » di aux deutons de « pick-up » paraît en contra- 
diction avec les résultats expérimentaux de HADLEY et York [26] qui ne 
trouvent pas de maximum dans le spectre d’énergie des deutons éjectés à 45°. 

Il n’y a pas de maximum correspondant à la diffusion élastique par la sous- 
structure *Be, Ce noyau peut, en effet, étre considéré comme deux particules « 
pratiquement libres. 

StRrAUCH et Tirus signalent, de plus, un accroîssement de la hauteur des 
deux premiers « pics » lorsque l’angle d’observation passe de 40° à 30°. L’in- 
tensité du premier «pic» (diffusion élastique par le noyau de Carbone tout 
entier) est multipliée par 4.80; celle du 


32 9 
second «pic» (diffusion élastique par ERE mn 
une particule «) est multipliée par 2.66. | 4 

Cette augmentation est compatible 2 
avec la loi de variation angulaire de "gt | 
la section efficace différentielle de la 5 


diffusion élastique. 
Pour une particule «, cette courbe 
de variation angulaire de la diffusion 


paesi 


en unites de 10° 
} 


élastique est plus étalée que pour le Ei 

Carbone (largeur de la tache de diffrac- “| an 

tion proportionnelle a X/R). Done, pour teo: 5} PE a ee 
le méme intervalle angulaire (40 —30°) Fig. 28. 


sa croissance est moins rapide. 
StraucH et Titus ont également étudié (fig. 28), de la méme fagon, la 
réaction 
2S (Pp, P’). 


En plus du «pic» élastique, ils ont mis en évidence deux autres « pics », 
qwils attribuent, le premier 4 la diffusion inélastique des protons avec for- 
mation d’un niveau excité de 52S, le second aux deutons de « pick-up ». 

Nous montrons, Tableau III, par un calcul identique a celui fait pour le 
Carbone, que le premier « pic » ‘peut s’interpréter par existence d’une diffusion 
élastique p-«, sur les structures du Soufre, et le dernier « pic » par une diffusion 
« proton-proton lié ». 

Il napparaît pas dans ce noyau les «pics» correspondant è la diffusion 
élastique p-?He et p-?H. 

Le noyau de Soufre avec ses 16 protons et ses 16 neutrons peut étre consi- 
déré comme un noyau a structure «. 
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Mais la faible intensité de la diffusion p-x, absence de diffusion visible: 
p-°He ou p-2H, nous aménent a supposer que la probabilité de présence de: 
ces sous-structures est plus faible que pour le Carbone. 

De plus, méme si les sous-structures étaient aussi probables et aussi bien 
définies que dans le Carbone, leur mise en évidence serait moins nette. 

En effet, une sous-structure ne peut étre remarquée que si le proton, aprés. 
avoir donné un choc contre elle, sort sans donner d’autre choc. 

Or, le Soufre étant un noyau plus lourd que le Carbone, il donne lieu, lors- 
qu’un proton le traverse, à un nombre de chocs plus élevé. 

Le proton qui est diffusé par une sous-structure produit alors d’autres. 
interactions avant de sortir et l’effet caractéristique, di à la rencontre d’une 
sous-structure, n’apparait plus. 

Les maximum bien marqués font place 4 un continuum. 

Il serait possible de calculer, pour le Carbone, la probabilité de présence 
de chaque sous-structure, en utilisant l’importance relative des «pics» cor- 
respondants. 

Un tel calcul suppose la connaissance expérimentale de la section efficace 
différentielle de diffusion élastique p-sous-structure. Nous ne possédons, sur 
ce sujet, que des résultats fragmentaires et imprécis. 

A un angle donné (40° par exemple) tous les protons diffusés par une 
sous-structure déterminée, au repos, ont la méme énergie. Les « pics » doivent 
done étre théoriquement très aigus et pouvoir pratiquement étre confondus 
avec une droite. Leur largeur serait due, soit aux fluctuations existant sur les. 
valeurs mesurées, soit a un léger mouvement de ces sous-structures, qui don- 
nerait, pour un angle donné, cette dispersion en énergie. 

Ce phénomène paraît important, d’après la fig. 26, surtout pour la diffu- 
sion par tritons et deutons. 

Un traitement par la méthode de Monte-Carlo, des chocs p-sous-structure, 
avec mouvement des sous-structures, analogue au tratiement des chocs « nu- 
cléon-nucléon lié » permettrait de connaitre la répartition des vitesses de ces. 
sous-structures à l’intérieur du noyau. 

Toutefois, il est nécessaire, pour mener à bien une telle opération, de con- 
naitre dune fagon précise les caractéristiques de ces «pics» (largeur è mi- 
hauteur, par exemple). 

Ceci entraîne la détermination de l’importance du continuum de protons. 
dans sa partie commune avec le «pic ». 

Cette détermination paraît délicate pour les protons de la réaction 12C(p, p’), 
mais peut, sans doute, se faire d’une facon plus simple è partir du continuum 
de neutrons de la réaction 12C(p, n). 

La connaissance du mouvement des sous-structures et de leur probabilité 
d’existence présente un grand intérét, pour la description théorique des noyaux 
légers, par tout modéle nucléaire faisant intervenir des sous-structures. 
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Au point de vue théorique, la possibilité d’admettre, pour certains noyaux 
tels que *Be, 12C, 160, etc., existence d’une structure x a été étudiée par plu- 
sieurs auteurs [67-69]. 

Deux arguments semi-empiriques sont è la base de ce modéle «. 

La premier a été indiqué par HALFSTAD et TELLER [70] qui ont montré 
que l’énergie de liaison mutuelle des particules x prises par groupes de deux, 
est è peu près constante pour tous les noyaux contenant un nombre entier de 
particules «. i 

Le second est fourni par la possibilité de calculer, par ce modéle, l’empla- 
cement exact des premiers états excités de certains de ces noyaux [68]. Ces 
états excités correspondent à des mouvements de vibration et de rotation 
quantifiés des particules «. 

Depuis, le modèle en couches introduisant un couplage fort spin-orbite, a 
expliqué avec succès de nombreux faits obtenus avec des noyaux plus lourds 
que ceux indiqués plus haut [71]. 

Mais on rencontre de grandes difficultés en essayant d’appliquer ce modéle 
à des noyaux légers où le nombre de nucléons semble particuliérement favorable 
a une structure x (noyaux « pair-pair ), A =4n, n entier). 

Dans le modéle en couches, on attribue, pour les noyaux & nombre de 
nucléons impair, une grande importance au nucléon non couplé de la dernière 
couche. C'est lui qui décide, par ses caractéristiques, de beaucoup de pro- 
priétés du noyau. 

Ceci suppose que toutes les couches déjà remplies ont une symétrie sphé- 
rique et sont sans liaison entre elles. 

Cette conception devient trop approximative dans les noyaux à structure « 
ou toutes les couches sont remplies. Le dernier nucléon non couplé n’existe pas. 
Ces noyaux ont cependant des propriétés qu’il convient de décrire. 

Un modéle « pour le noyau, en faisant intervenir des interactions entre les 
cellules x rétablit ces liaisons entre couches successives remplies. 

Dans la description des noyaux légers, modéle en couches et modéle «, sont 
deux modéles qui, loin de s’opposer, cherchent au contraire, sous des aspects 
apparemment différents, 4 expliquer l’expérience et y parviennent avec une 
approximation variable suivant les noyaux. 

A Vheure actuelle, un mélange est souvent utile pour une description plus 
«correcte [72]. 

Cependant, le modéle « paraît le mieux adapté pour l’étude théorique des 
noyaux pouvant présenter des structures (*Be, 7Li = {He + îH, 10, 150, etc.). 

Tous les modéles faisant intervenir les structures au point de vue théorique, 
considérent plus ou moins leur présence comme fictive. C'est un moyen de pré- 
senter le calcul d’une facon plus simple et aussi plus approchée. 

Les nucléons, au lieu d’étre considérés comme isolés, sont groupés, puisque 
l’occasion parait favorable, en cellules «. 
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Le probléme se simplifie alors; il suffit de traiter le comportement de deux 
ou trois de ces cellules lorsqu’elles sont mises en présence l’une de Vautre. 

La portée de notre travail serait d’avoir mis en évidence l’existence de ces 
cellules qui deviennent une réalité physique. ( 

Le noyau de Carbone, par exemple, renferme pendant un certain laps de 
temps (de l’ordre de 10-22) des particules x (ou autres amas) authentiques. 
qui diffusent les nucléons incidents et peuvent méme étre éjectées hors du 
noyau, par ces mémes nucléons. 

Une étude théorique a été faite dans ce sens, par HERZENBERG [73] pour 
construire un noyau possédant des structures « à existence éphémère et pour 
évaluer, simplement par le calcul, la valeur des liaisons qui s’établissent entre 
ces cellules « durant leur existence. 

Un tel travail gagne en intérét depuis que ces cellules x sont devenues une 
réalité expérimentale. 

L’expérience se doit méme de fournir des données essentielles a la théorie, 
en essayant de préciser des paramètres importants, comme la durée de vie 
de ses sous-structures et les liaisons qui existent entre elles. 


4. — Conclusion. 


Employé pour les noyaux lourds, avec aide de la méthode de Monte-Carlo, 
le modéle de Goldberger constitue une tentative pour donner un schéma uti- 
lisable du passage du nucléon incident a travers le noyau. 

Il permet de fixer un certain nombre de paramètres (libre parcours moyen, 
distribution des moments des nucléons a l’intérieur des noyaux, etc.) qui défi- 
nissent ce passage. 

Ces paramètres ont une valeur statistique et sont la somme d’interactions 
individuelles, mal connues, qui règlent le comportement complexe des nucléons, 
tant a Vintérieur méme du noyau (distribution des moments, par exemple) 
que vis à vis du nucléon qui passe (libre parcours moyen, principe d’exclusion 
de Pauli, etc.). 

La détermmation de ces paramètres est un moyen d’approche vers la con- 
naissance des interactions élémentaires. 

Elle permet une fragmentation du problème, en délimitant des domaines,. 
dans une large mesure indépendants, et contenant chacun moins d’hypothòses. 
que l’ensemble. 

Ainsi, la distribution des nucléons 4 Vintérieur du noyau est rattachée 
directement et uniquement è une description détaillée de l’état des nucléons. 
(moment orbital, spin, couplage spin-orbite). 

D’autre part, ce modèle trouve une utilisation immédiate, dans Vexpli- 
cation et la classification des résultats expérimentaux (distribution en énergie, 
angulaire, etc.). 


ETUDE D’INTERACTIONS DE HAUTE ÉNERGIE ETC. - II 231 


Finalement, il est surtout un moyen de prévision et d’investigation, dans 
la mesure où il provoque des expériences et où il peut expliquer les résultats 
de ces expériences. 

C'est ainsi qu'il nous a conduit 4 émettre Vhypothése de Vexistence de 
sous-structures instantanées dans les noyaux légers, contenus dans la plaque 
photographique. Il nous permet, en outre, de fixer approximativement la pro- 
babilité de présence de ces sous-structures. 

Il prévoit de plus, dans les interactions avec les noyaux légers, tout ce qui 
revient a la eascade de chocs «nucléon-nucléon lié » (continuum dans les 
réactions !2C(p, p’) et *20(p, n), etc.). 

Dans des expériences ultérieures, cette méthode aurait un ròle prépondérant 
à jouer, par exemple, dans l’étude de l’anisotropie des branches noires qui 
existe, aussi bien pour les noyaux lourds que pour les noyaux légers. 

Mais auparavant, des expériences décisives sont nécessaires. Il faudrait, 
en particulier, déterminer l’abondance relative des particules «, des tritons, 
des deutons et des protons qui constituent ces branches noires. 

Il serait utile, d’autre part, comme nous l’avons signalé plus haut, de faire 
ces expériences avec des énergies incidentes assez faibles (environ 50 MeV), 
de fagon a avoir un phénomène plus pur. 

Le passage d’un nucléon de cette énergie, dans le noyau, est certainement 
plus complexe qu’a plus haute énergie. 

Nous rejoignons, ici, le domaine frontiére entre le modèle du noyau composé 
(ou tout modéle analogue) valables aux très basses énergies (E< 30 MeV) et 
un modéle de cascade de chocs utilisable aux très hautes énergies. 

Méme si le modéle de chocs continue è s’appliquer, les parametres utilisés 
se modifient considérablement. 

De plus, le phénoméne de « pick-up » peut reprendre a ce moment une grande 
importance. i 

D’autres expériences également, seraient utiles pour approfondir l’étude 
des sous-structures. 

Tout d’abord, des expériences analogue A celles de STRAUCH et TITUS, mais. 
à d’autres angles et sur d’autres noyaux légers. Elles permettraient une com- 
paraison de la section efficace différentielle de diffusion élastique d’un nucléon, 
par une sous-structure liée et par une sous-structure libre. 

Elles pourraient alors fournir un moyen de mesurer la liaison des sous- 
structures entre elles. 

Mais il faudrait, au préalable, connaitre expérimentalement les lois de 
diffusion élastique nucléon-sous-structures libre. 

De telles expériences devraient étre poursuivies de préférence a l’aide de 
compteurs. 

Enfin, une autre étude de grand intérét est celle des modes de décompo- 
sition de différents noyaux: tels, par exemple, la décomposition de 120 en 
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trois particules x, de !*0 en quatre particules «, de "Li en une particule « et 
un triton, ete. 

C'est là un moyen de reconnaître et de préciser importance de la sous- 
structure en retrouvant les différentes étapes de la décomposition. 

L’émulsion photographique parait tout à fait adaptée a de telles expériences. 
Toutes ces décompositions apparaitront sous forme d’étoiles entierement ana- 
lysables. 

Il reste alors à résoudre le délicat probléme technique de l’introduction, 
en quantité appréciable, des corps 4 étudier a l’intérieur de l’émulsion. Ces 
«corps doivent, de plus, étre visibles de fagon a nous permettre une identification 
sùre du noyau dont la désintégration a produit l’étoile. 


Ce travail a été effectué dans le Laboratoire de Physique Corpusculaire de 
Université de Strasbourg, que dirige Monsieur le Professeur P. CUER, è qui 
je tiens à exprimer ici ma très vive reconnaissance. Je voudrais remercier 
Monsieur le Professeur L. ROSENFELD avec qui j’ai eu les plus utiles con- 
versations. Je dois aussi des remerciements à M. M. Liess qui a exécuté 
avec le plus grand soin, les appareils mécaniques utilisés dans cette étude. 

Ce travail a été accompli avec Vaide matérielle très précieuse du Commis- 
sariat 4 PÉnergie Atomique. 
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FONDAZIONE FRANCESCO SOMAINI 
PRESSO IL TEMPIO VOLTIANO, A COMO 


BANDI DI CONCORSI 
AL PREMIO E ALLA BORSA PER IL 1958 


Con lo scopo di premiare e incoraggiare nel nome di ALESSANDRO VOLTA gli studi 
di Fisica in Italia, la « Fondazione Francesco Somaini», presso il Tempio Voltiano a 
Como, indice i seguenti concorsi. 


A) Concorso al “ Premio Triennale per la Fisica Francesco Somaini’’ per il 1958. 
di L. 1500000 (un milione e cinquecentomila) nette, da assegnarsi al concorrente che, 
fra quelli che la Commissione Giudicatrice giudicherà in senso assoluto meritevoli del 
premio per i risultati conseguiti nello studio della Fisica durante il Triennio 1° Luglio 1955- 
30 Giugno 1958, sia, a parere della Commissione stessa, il più meritevole. 


B) Concorso alla ‘ Borsa Francesco Somaini per lo studio della Fisica” per il 1958. 
di L. 750000 (settecentocinquantamila) nette, da assegnarsi al concorrente che, tra 
quelli che la Commissione Giudicatrice giudicherà in senso assoluto meritevoli della 
Borsa, verrà dalla Commissione stessa giudicato il più meritevole, sia per titoli, pre- 
parazione scientifica, lavori già svolti e risultati già conseguiti nella Fisica, sia anche 
per il vantaggio che gli studi, per i quali è richiesta la Borsa, possono portare allo svi- 
luppo della Fisica, in Italia. 


1. — Adentrambii Concorsi possono prendere parte singolarmente i cittadini, d’ambo 
i sessi, italiani e svizzeri del Canton Ticino purchè di stirpe italiana. Sono esclusi dal 
Concorso i membri della Commissione Amministratrice e della Commissione Scien- 
tifica della « Fondazione Francesco Somaini ». 


2. — Le norme particolareggiate dei singoli Concorsi verranno pubblicate in appo- 
sito volantino che potrà essere richiesto dagli interessati alla Segreteria della Fonda- 
zione presso il Tempio Voltiano a Como. 


3. — La domanda, i documenti, i lavori, ecc., presentati dai singoli concorrenti 
dovranno pervenire, tra il 1° Gennaio e le ore 12 del 1° Luglio 1958, alla Commissione Am- 
ministratrice della « Fondazione Francesco Somaini » a Como presso il Tempio Voltiano. 


4. — Il Premio Triennale per la Fisica potrà essere anche conferito a uno studioso 
che non abbia preso parte al Concorso, ma sia stato segnalato da un Membro della 
Commissione Giudicatrice, con proposta motivata, come meritevole di particolare con- 
siderazione oppure ritenuto degno di premio dalla Commissione Giudicatrice, indipen- 


dentemente da ogni segnalazione. 
* kK 


La procedura dei suddetti Concorsi è regolata secondo lo Statuto della Fondazione, 
il quale è ostensibile a Como presso il Tempio Voltiano ed è depositato negli atti del 
Notaio Dr. Raoul Luzzani di Como. 


Como, dal Tempio Voltiano, il giorno 6 Agosto 1955. 
_Il Segretario Conservatore del Tempio Il Presidente Sindaco di Como 
CESARE MORLACCHI PAOLO PIADENI 


[Il bando in esteso di detti Concorsi è stato pubblicato nel fascicolo di Gennaio del Nuovo Cimento 1956]. 


SOCIETA ITALIANA DI FISICA 


CONCORSO SPECIALE A UN PREMIO 
PER STUDI SUI MATERIALI-SEMICONDUTTORI 


Prendendo occasione dalla prossima inaugurazione a Forlì del Centro di Ospitalità 
per scrittori, artisti e seienziati, fondato, in memoria di Livio e MARIA GARZANTI, 
dal figlio, Editore ALDO GARZANTI, questi ha istituito un premio scientifico, del quale 
ha fissato la natura e lo scopo con la sequente dichiarazione: 

« Considerando la grande importanza che in questi ultimi anni hanno acquistato, 
sia nel campo strettamente scientifico sia nelle applicazioni, i materiali semiconduttori, 
viene istituito un premio di un milione di lire a favore di uno studioso italiano che, entro 
il 31 Maggio 1956, abbia presentato una memoria, nella quale, premesso un breve 
riassunto sulla Fisica di questi materiali, siano indicate, nei termini più concreti, le 
possibilità di fabbricazione e di impiego di essi in Italia, con riferimento alle materie 
prime qui esistenti, ai costi e alle condizioni della nostra industria. Sarà tenuto conto 
dei contributi scientifici e tecnici personali che il candidato abbia eventualmente portato 
alla conoscenza delle proprietà e delle applicazioni di questi materiali. Il premio sarà 
assegnato alla migliore tra le memorie giudicate degne dalla apposita Commissione. 
La proprietà letteraria e il diritto di eventuale pubblicazione della memoria vincitrice 
spettano all’Editore Garzanti ». 

La Società Italiana di Fisica, richiesta dall’Editore Garzanti, ha ben volentieri 
acconsentito, applaudendo alla iniziativa di lui, a patrocinare il Concorso e curare tutte 
le operazioni che esso comporta: e quindi d’intesa con l’Editore stesso ha formulato 
il seguente Bando. 

4. — È aperto un concorso a- un premio di L. 1000000 (un milione) intitolato 


«Premio Livio e Maria Garzanti», per studi sui materiali semiconduttori. 


2. — Possono partecipare al Concorso le persone di nazionalità italiana che non 
facciano parte della Commissione esaminatrice. x 


3. — Le domande di ammissione al Concorso; redatte su carta libera e recanti le 
generalità e il recapito del concorrente, dovranno pervenire alla Presidenza della Società 
Italiana di Fisica (Milano, Via Saldini, 50) entro il 31 Maggio 1956. 

Alla domanda il concorrente dovrà unire: a) la dichiarazione firmata che egli è 
di nazionalità italiana; b) cinque copie (dattilografate) di una memoria originale, da 
lui compilata, nella quale, premesso un breve riassunto sulla Fisica dei materiali semi- 
conduttori, siano indicate, nei termini più concreti, le possibilità di fabbricazione e d’im- 
piego di essi in Italia, con riferimento alle materie prime qui esistenti, ai costi e alle 
condizioni della nostra industria; ¢) quei titoli, documenti e pubblicazioni (queste in 
cinque copie) che possano attestare il contributo portato dal concorrente alla cono- 
scenza delle proprietà fisiche e alle applicazioni tecniche e pratiche dei materiali semicon- 
duttori; d) sei copie (dattiloscritte) dell’elenco completo di tutte le carte presentate. 


4. — La Commissione giudicatrice del concorso è costituita da cinque membri, di 
cui quattro nominati dal Consiglio di Presidenza della Società Italiana di Fisica e uno 
dall’Editore Aldo Garzanti in sua rappresentanza. 


5. — Il Premio sarà assegnato alla migliore tra le memorie giudicate degne dalla 
Commissione. La proprietà letteraria e. il diritto dell’eventuale pubblicazione della 
memoria vincitrice spettano all’Editore Aldo Garzanti. : 


6. — Il giudizio della Commissione è inappellabile. 


7. — La proclamazione del vincitore avrà luogo, per quanto in tempo, alla inaugu- 
razione del Centro di Ospitalità di Forlì, altrimenti, insieme con il conferimento del 
Premio stesso al Congresso Internazionale di Fisica che si terrà nel prossimo Set- 
tembre a Torino per celebrare il grande fisico e chimico italiano AMEDEO AVOGADRO 
nel centenario della sua morte. 


Il Segretario: G. C. DALLA NOCE Il Presidente: G. POLVANI 
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Lineare Systeme (*). 


B. Gross 


Instituto Nacional de Tecnologia - Rio de Janeiro 


(ricevuto il 12 Ottobre 1953) 


INnHALTSUBERSICHT: A) Grundlagen. I. Einleitung.- II. Grundlagen. 1. Ad- 
mittanz und Impedanz. a) Dauerzustand. 6) Ubergangsvorgang. 2. Grund- 
formen von Schaltungen. Die kanonischen Systeme. 3. Das Superpositions- 
prinzip. — III. Admittanz und Impedanz als Cauchy Integrale. 1. Randwerte 
analytischer Funktionen. 2. Cauchy-Integral fiir in der rechten Halbebene 
regulire Funktionen. 3. Besondere Eigenschaften der Funktion F(z). 
a) Symmetriebedingung. 6) Realisierbarkeitsbedingung. — IV. Modell- 
mapige Darstellung fir Admittanz und Impedanz. 1. Systeme mit kon- 
stanter Dampfung. 2. Zuordnung von Schaltung und Admittanzfunktion. 
3. Die Ubergangsadmittanz. 4. Realisierbarkeit. — B) Spektra. V. Spektra. 
1. Grundlagen. 2. Einftthrung des Begriffs des Spektrums. aw) Grenzwerte 
analytischer Funktionen als Spektra. è) Ableitung. c) Integral. 3. Spektra 
auf der imaginàren Achse (Frequenzachse). a) Allgemeines. 6) Funktionen, 
die auf der imaginàren Achse regular sind. e) Summe zweier Spektra. 
d) Produkt einer Funktion und eines Spektrums. e) Produkte zweier 
Spektra. f) Deltaausdriicke. 4. Diskussion spezieller Spektra. 5. Integration 
von Produktausdriicken. a) Produktausdriieke. 6) Anwendungen. e) « Der- 
endliche Bestandteil » eines unendlichen Integrals. 6. Verallgemeinerung. 
Grenzwerte von Funktionenfolgen. — €) Reaktanzsysteme. Transfor- 
mationsformel. VI. Reaktanzsysteme. 1. Allgemeine Diskussion der Reak- 
tanzsysteme. a) Grundgleichungen. b) Pol im Unendlichen. Parallelka- 
pazitàten fiir impulsive Systeme. c) Parallelwiderstand. d) Polim Nullpunkt. 
Parallelinduktivitàt. e) Pole auBerhalb des Nullpunkts. Ungedampfe 
Resonatoren und verlustlose endliche Systeme mit kontinuierlich ver- 
teilten Parametern. f) Verzweigungspunkte. Kettenleiter. g) Absorbie- 
rende Systeme. 2. Anwendungen. a) Filter. 6) Die endliche Telegra- 
phenlinie. — VII. Die Transformationsformel der Spektra. 1. Admittanz- 
spektrum und Impedanzspektrum. 2. Diskussion der Transformation. 
a) Verzweigungspunkte. Die Transformation ftir kontinuierliche Spektra- 


(*) Gekirzte Dissertation, Technische Hochschule, Stuttgart. 
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b) Nullstellen und Pole auBerhalb des Ursprungs. e) Verhalten im Null- 
punkt. Serienkapazitàt. d) ,Verhalten im Unendlichen. Serienindukti- 
vitàt. e) Zusammenfassung. 3. Die Transformation fiir verlustlose Systeme. 
— VIII. SchluBbemerkung. 


A) GRUNDLAGEN 


I. - Einleitung. 


Struktur und Verhalten linearer Gebilde werden im allgemeinen auf Grund 
der klassischen Differentialgleichungstheorie behandelt. Man beschreibt das 
vorliegende System durch eine Differentialgleichung oder ein System solcher 
Gleichungen und integriert dieses fiir verschiedene vorgegebene Bedingungen. 
Es gibt aber Probleme, bei denen diese Methode versagt, weil man nicht alle 
Parameter kennt, die zur ausreichenden Charakterisierung des Systems not- 
wendig sind und daher die Differentialgleichung nicht aufstellen kann. Die 
mathematische Behandlung in einem solchen Fall kénnte zuna&chst hoffnungs- 
los erscheinen. Sie ist trotzdem durchfiihrbar, weil auch bei Unkenntnis der 
Differentialgleichung selbst die alleinige Kenntnis von deren Linearitàt schon 
ausreichend ist um recht weitgehende Aussagen zu machen. Fir lineare Dif- 
ferentialgleichungen gilt das Superpositionsprinzip in der schon von DUHA- 
MEL (') gegebenen Integralform. Mit Hilfe dieses Prinzips ist es méglich, strenge 
Beziehungen zwischen den verschiedenen Lé6sungen einer linearen Differential- 
gleichung aufzustellen. Damit kann man das Verhalten des durch die Gleichung 
beschriebenen Systems unter verschiedenen Beanspruchungen berechnen, wenn 
nur die Antwort auf eine charakteristische Beanspruchung bekannt ist. Dar- 
iiber hinaus kann man aber auf Grund der Annahme der Linearitàt auch die 
Struktur eines Systems bestimmen, welches jenes durch die Messung erfaBite 
oder sonstwie vorgegebene Verhalten zeigt. Das so bestimmte System braucht 
freilich mit dem wirklich vorliegenden nicht physikalisch identisch zu sein, da 
ja physikalisch verschiedene Systeme formal dasselbe Verhalten zeigen kénnen; 
es stellt also nur ein Modell oder iquivalentes System dar. Weiterhin: selbst 
wenn die Differentialgleichung bekannt ist, ist die Kenntnis der zwischen 
ihren Lésungen bestehenden Beziehung und die Méglichkeit der gegenseitigen 
Umrechnung von Lésungen wertvoll. Sie ertibrigt das sonst in jedem Einzel- 
fall notwendige Zurùckgreifen auf die Differentialgleichung. 

Die Beziehungen zwischen Lésungen nehmen die Form von Integraltrans- 


(1) J. M. C. DunameL: Journ. He. Polytech. Paris, 14, cah. 22, 20 (1833). 
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formationen an. Man kann daher die auf dem Superpositionsprinzip beruhende 
Methode auch als Integralgleichungsmethode bezeichnen. Sie hat heute in 
der allgemeinen Theorie bereits ihren festen Platz erworben. 

Hin wichtiges Anwendungsgebiet findet diese Methode in der Theorie der 
elektrischen und mechanischen Nachwirkungserscheinungen. Die iiblichen 
MeS8verfahren liefern zwarheute den komplexen Elastizitatsmodul und die 
komplexe Dielektrizitatskonstante tiber ein weites Temperatur- und Frequenz- 
gebiet. Die Struktur der meisten Festkòrper ist aber zu komplex, als daB 
sie sich hieraus eindeutig bestimmen lieBe. Man muf also zunachst auf ein 
molekulartheoretisches Bild verzichten und sich mit einer phanomenologischen 
Betrachtungsweise zufrieden geben. Zumindest innerhalb des Bereichs linearer 
Vorgànge gestattet diese, die fir die Praxis wichtigen Erscheinungsformen zu 
berechnen; sie liefert weiterhin Modelle und Strukturfunktionen, welche un- 
serem Bedurfnis nach Anschaulichkeit entsprechen und den AnscehluB an die 
Molekulartheorie erleichtern. Wir haben hier die elektrischen und mechanischen 
Erscheinungen hervorgehoben, weil gerade deren Studium in letzter Zeit wieder 
erhohte Beachtung geschenkt wurde, ausgehend wohl von der praktischen 
Seite, nàmlich der sich immer mehr ausbreitenden Verwertung hochpolymerer 
Kunststoffe. Nachwirkungserscheinungen treten aber auf allen Gebieten der 
Physik auf (?). Ihre Bericksichtigung ist iberall da notwendig, wo es nicht 
gentigt einen Gleichgewichtszustand zu betrachten, sondern man sich speziell 
mit der Annàhrung an diesen Zustand beschaftigt. Die klassische Nach- 
wirkungstheorie behandelt freilich im wesentlichen nur die eigentlichen Re- 
laxationserscheinungen. Darunter verstehen wir solche, bei denen der Ein- 
stellvorgang vollkommen aperiodisch erfolgt; sie gehòren zu Systemen, die 
entweder tberkritisch gedampft sind oder tiberhaupt keine schwingungs- 
fahigen Elemente enthalten (*). Erst neuerdings beginnt man im Rahmen der 
Theorie auch die Méglichkeit von Schwingungen zu beriticksichtigen (*). 

Hin Feld von noch allgemeinerer Bedeutung ist die Systemtheorie der 
elektrischen Stromkreise. Bei der Analyse des Verhaltens elektrischer Schal- 
tungen verfigt man als unmittelbar aufzustellende GròBfe tiber den Wechsel- 
stromwiderstand, den man leicht aus der Differentialgleichung oder dem Schalt- 
bild selbst erhalt. Der Ausdruck fiir den Ubergangsvorgang folgt dann hieraus, 


(2) Eine ausftihrliche Darstellung findet sich in der Sondernummer tiber die Marburger 
Tagung 1953 iiber Relaxationsverhalten der Materie, Kolloid-Zeits. 134, 13 (1953). 

(3) Fùr eine ausfiirhrliche Behandlung elektrischer und mechanischer Relaxations- 
vorginge verweisen wir auf: F. H. Mijrrer und Cur. SCHMELZER: Erg. Ex. Natur- 
wiss., 25, 359 (1951). B. Gross: Mathematical Structure of Theories of Viscoelasticity 
(Paris, 1953). Dort auch weitere Literaturangaben. 

(4) H. FrobnLICH: Theory of Dielectrics (Oxford, 1949, p. 98), behandelt 
die Resonanzabsorption auf Grund des Superpositionsprinzips. Siehe auch B. Gross: 
Kolloid-Zeits., 138, 65 (1954). 
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ohne daf nochmals von der Differentialgleichung Gebrauch gemacht wird. 
Bei der Schaltungsynthese versucht man riuckwarts Schaltungen zu bestimmen, 
welche ein bestimmtes weitgehend willkiirlich vorgegebenes Verhalten zeigen. 
Die Aufstellung der Differentialgleichung ist hier also wirklich Endpunkt und 
nicht Ausgangspunkt des Problems. Bei den elektrischen Schaltungen spielen 
natiirlich solche mit Schwingungseigenschaften eine besonders wichtige Rolle; 
aperiodische Systeme stellen nur einen Spezialfall hiervon dar. Die Integral- 
theorie elektrischer Schaltungen ist daher in manchen Richtungen weiter ent- 
wickelt worden als die klassische Nachwirkungstheorie (°). 

Die komplexen Funktionen, welche das Verhalten passiver linearer Reso- 
natoren beschreiben, haben ihre Singularitàten nur in einer Halbebene. Das- 
selbe gilt auf Grund des Kausalitàtsprinzips auch fiir die Funktionen, welche 
Streuvorgànge in der Kernphysik beschreiben. Aus diesem Grund besteht 
eine weitgehende formale Analogie zwischen der mathematischen Behandlung 
beider Vorgànge. Hierauf wurde gerade neuerdings verschiedentlich hinge- 
wiesen (9). Die Methoden der elektrischen Systèmtheorie wurden auch bereits 
herangezogen, um kernphysikalische Vorgànge zu berechnen (7). 

Man sieht also, daf hier eine Methode vorliegt, die ein recht weitgehendes 
Interesse beansprucht. Die allgemeine mathematische Theorie linearer Sy- 
steme auf dieser Grundlage ist bereits verschiedentlich diskutiert worden (8). 
In der vorliegenden Arbeit soll die Methede weiter entwickelt werden, unter 
Weiterfiihrung friiherer Ans&tze (°) und an Hand der Theorie elektrischer 
Stromkreise. Dies erleichtert die Darstellung, ohne eine wesentliche Ein- 
schrankung zu bedeuten, die Ausftihrungen gelten allgemein fiir Systeme 
linearer, passiver, gedampfter oder unged&àmpfter Resonatoren mit diskonti- 
nuierlich oder kontinuierlich verteilten Parametern. Die zwischen elektrischen 
und mechanischen Vorgàngen bestehenden Analogien erméglichen auch ein 
sofortiges Ubergehen auf mechanische Systeme (!°). Auch die Terminologie 
wurde méglichst allgemein gehalten, weitgehend im AnschluB an den inter- 
nationalen Gebrauch. 


(5) Wir verweisen hier besonders auf die grundlegenden Arbeiten von W. CAUER: 
Archiv f. Elektrotechmik, 17, 355 (1927); El. Nachrichtentechn., 17, 17 (1940). Die 
Anwendung des Superpositionsprinzips findet sich ausfithrlich etwa bei J. R. CARSON: 
Electric Oirewit Theory (New York, 1926). Die Theorie der Grundformen von Schaltungen 
geht zuriick auf R. M. Foster: Bell System Technical Journal, 3, 259 (1924). 

(6) E. P. WiGNER: Am. Journ. of Phys., 17, 99 (1949); Annals of Mathematics, 58, 
36 (1951). 

(7) E..J. Dyson: Phys. Rev., 92, 1331 (1953); D. L. FaLKorr: Phys. Rev., 93, 
364 (1954). 

(8) E. HIEDEMANN und R. D. SPENCE: Zeits. f. Phys., 188, 109 (1952); L. A. ZADEH: 
Journ. Frankl. Inst., 253, 293 (1952). 

(9) B. Gross: Anais Acad. Brasil Ciencias, 24, 443 (1952). 

(10) Vel. G. Kren: Zeits. f. Kolloidchemie 135, 125 (1954). 
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Ziel der vorliegenden Untersuchung ist also eine Beschreibung von Verhalten 
und Struktur linearer Systeme auf einheitlicher Grundlage. Es wird gezeigt, 
daB sich alle solchen Systeme durch kontinuierliche und diskontinuierliche 
kanonische Parallel- oder Seriensysteme darstellen lassen, welche aus verlust- 
losen Elementen aufgebaut sind. Die Verteilungsfunktion (oder das Spektrum) 
dieser Systeme liefert die gesuchte Grundlage fiir die allgemeine Theorie. 

In der Finleitung wurde gezeigt, wie sich im Zusammenhang mit Modell- 
vorstellungen der Begriff der Verteilungsfunktion zunaàchst in der Theorie der 
dielektrischen und elastischen Nachwirkungserscheinungen herausgebildet hat. 
Einbeziehung von sehwingungsfàhigen Anteilen erweitert den Rahmen der 
Relaxationstheorie und erlaubt hiermit auch die Behandlung elektrischer 
Schaltungen ohne innere Energiequellen und mit linearen Elementen. Formal 
ahnliche Entwicklungen finden sich auch in der Kernphysik. 

In Kapitel II sind bekannte Definitionen und Begriffe, die hier benòtigt 
werden, zusammengestellt. Dies sind im wesentlichen Daueradmittanz und 
Ubergangsadmittanz und die entsprechenden Impedanzfunktionen, Foster’s 
kanonische Schaltungen ftir reine Reaktanzsysteme, und das Superpositions- 
prinzip und einige seiner Folgerungen. 

In Kapitel III wird der Zusammenhang zwischen Real- und Imaginàrteil 
von Admittanz- und Impedanzfunktionen erneut abgeleitet. Mittels ihrer 
Realteile werden diese Funktionen als komplexe Linienintegrale dargestellt. 
Die Ableitung beruht auf einem sehr allgemeinen Satz von Plemelj iber die 
Randwerte analytischer Funktionen, der neuerdings in vielen Untersuchungen 
herangezogen wird. Die in der Schaltungstheorie benétigte und auf die ima- 
ginare Achse (reelle Frequenzachse) bezogene Darstellung erscheint nur als 
Sonderfall dieses Satzes, der fiir beliebige offene Kurvenstiicke in der kom- 
plexen Ebene gilt. 

In Kapitel IV wird ein modellmaBiger Aufbau von Zweipolfunktionen 
gegeben. Ausgangspunkt bilden Systeme mit konstanter Dampfung. Wenn 
deren Spektrum der Eigenfrequenzen bekannt ist, kénnen die zugehòrigen 
Funktionen berechnet werden. Die Problemstellung ist jedoch umgekehrt. 
Kann bei vorgegebener Admittanz oder Impedanz eine Verteilungsfunktion 
gefunden werden, so daB die zugehérigen kanonischen Systeme die Funktion 
tiberall darstellen? Lésung des Problems wiirde erlauben, jeder Admittanz 
und Impedanz eine Schaltung zuzuordnen. 

Es ergibt sich: Alle Admittanzen (Impedanzen) physikalisch realisierbarer 
Systeme kénnen durch kanonische Parallel- (Serien-) Schaltungen unge- 
daàmpfter Resonatoren dargestellt werden, welche aus gedampften Resona- 
toren hervorgangen sind. Die Verteilungsfunktion der Eigenfrequenzen kann 
kontinuierliche und diskontinuierliche Bestandteile enthalten. Sie ist im we- 
sentlichen durch die reelle Komponente der Admittanz- (Impedanz-) Funktion 
gegeben. 
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Das Problem der Realisierbarkeit wird diskutiert. Es wird gezeigt, daw 
nicht nur die ungedàmpften Resonatoren selbst, sondern auch die gedaémpften 
Resonatoren, aus denen sie hervorgegangen sind, physikalisch realisierbar sind 
(also unter Verwendung von nur positiven Elementen). 

Die Verteilungsfunktionen sind auf der Frequenzachse definierte Groen, 
die dort Singularitàten (Pole und Verzweigungspunkte) besitzen kònnen. Ihre 
Berechnung aus einer gegebenen komplexen Funktion kann leicht erfolgen. Das . 
umgekehrte Problem, nàmlich die Berechnung analytischer Funktionen aus 
solehen nicht mehr notwendigerweise analytischen GréBen, stòBt aber auf 
mathematische Schwierigkeiten. Hierfiir wird ein besonderes Rechenverfahren 
benòtigt. 

Kapitel V gibt den fiir das Rechnen mit Verteilungsfunktionen notwendigen 
mathematischen Formalismus. Erméglicht wird seine Aufstellung dadurch, 
daf die Verteilungsfunktionen Grenzwerte analytischer Funktionen sind. Hine 
Diskussion der Grundgleichungen zeigt eindeutig, welcher Weg einzuschlagen 
ist. Erfassung reeller Funktionen wird erwahnt. Der Formalismus wird zu- 
nachst allgemein fiir auf einem beliebigen Weg im Komplexen definierte GroBen 
entwickelt und dann auf die auf der imaginairen Achse definierten Vertei- 
lungen spezialisiert. Grenzwerte einfacher analytischer Funktionen werden 
diskutiert; Deltafunktionen und andere mit ihnen zusammenhangende Pseudo- 
funktionen werden behandelt. Die Integration von Produkt-Ausdriicken wird 
ausfiihrlich diskutiert. Die Behandlung ist ausfùhrlicher als fiir den vorlie- 
genden Fall unbedingt erforderlich, weil der Formalismus auch auf anderen 
Gebieten Anwendung erfahren kann und seine Aufstellung als eines der we- 
sentlichen Ergebnisse der Arbeit angesehen wird. 

Als Anwendung der Methode wird in Kapitel VI eine Diskussion von 
Reaktanzsystemen gegeben (also solchen, bei welchen Singularitàten aus- 
schlieBlich auf der Frequenzachse auftreten). Zunadchst werden Pole im Ur- 
sprung und im Unendlichen und ihre Zuordnung zu bestimmten Schaltungs- 
elementen (Einzelspulen und Kondensatoren) diskutiert. Es folgen die Aus- 
dricke fiir Pole auBerhalb des Nullpunktes, welche diskreten Resonatoren 
entsprechen. Die Admittanz- (Impedanz-) Funktion stellt sich dann als Mittag- 
Leffler’sche Reihe dar; neu ist hierbei, daB sie nicht nur imaginàre, sondern 
auch reelle Glieder (Deltafunktionen) enthalt. Dies ergibt sich aus der For- 
derung, da8 die Beziehung zwischen Real- und Imaginarteil allgemein giiltig 
sein soll, also auch fiir Funktionen mit Polen auf der Frequenzachse. Anschlies- 
send wird die Bedeutung von Verzweigungspunkten, wie sie bei Kettenleitern 
auftreten, besprochen. Fiir einige spezielle Systeme werden die Verteilungs- 
funktionen explizit abgeleitet, namlich ftir Tiefpass- und Hochpassfilter und 
fiir die endliche, homogene und verlustlose Telegraphenleitung. 

In Kapitel VII wird die Methode der Verteilungsfunktionen zur Ableitung 
einer neuen Beziehung verwendet, nimlich der Aufstellung der allgemeinen 
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Transformation zwischen Aquivalenten kanonischen Schaltungen und zuge- 
horigen Spektra. Dasselbe physikalische System làft sich sowohl durch eine 
Admittanz wie durch eine Impedanz darstellen. Nach dem vorigen laàBt sich 
aus der Admittanz das Spektrum einer kanonischen Parallelschaltung ableiten, 
aus der Impedanz das einer kanonischen Serienschaltung. Also laBt sich das- 
selbe System auch durch zwei aquivalente Verteilungsfunktionen darstellen. 
Hieraus folgt das Bestehen einer allgemeinen Transformationsformel, welche 
eine Verteilungsfunktion in die andere umzurechnen gestattet, ohne den Um- 
weg tber die zugehòrigen Admittanz- und Impedanz-Funktionen. Die Trans- 
formation mu8S fiir kontinuierliche und diskontinuierliche Spektra gelten und 
als Sonderfall fiir reine Linienspektra die Umrechnung einer Foster’schen 
Parallelschaltung in eine Serienschaltung (und umgekehrt) enthalten. Diese 
Transformation wird zunachst allgemein aufgestellt. Dann folgt eine recht 
ausfihrliche Diskussion: Umrechnung kontinuierlicher Spektra; Umrechnung 
von Linienspektra; die Berechnung der Hinzelelemente. SchlieBlich wird die 
Transformation fiir verlustlose Systeme behandelt, wie sie dem Foster’schen 
Fall entsprechen. 

In einer SchluBbemerkung wird die Méglichkeit besprochen, die Behandlung 
auf die negative Halbebene auszudehnen. 

Einige Bemerkungen tiber die Hinordnung der Arbeit im Rahmen bekannter 
Ergebnisse sind noch am Platz. Die Darstellung von Zweipolfunktionen mit 
Hilfe ibrer reellen Komponenten geht wohl auf Cauer zurtick. Cauer ftihrte 
hierbei als mathematisches Hilfsmittel Stieltjes-Integrale ein; die von ihm 
benitzten Groen sind im wesentlichen Integrale tiber die Verteilungsfunktionen 
der vorliegenden Arbeit. Uns schien der Begriff der Verteilungsfunktionen 
vom: physikalischen Standpunkt aus besonders anschaulich; er zeigt den Zu- 
sammenhang zwischen mathematischer Darstellung und physikalischer Schalt- 
tung. Wenn sich die Verteilungsfunktion als Linienspektrum ergibt, berechnen 
sich die Parameter der zugehòrigen Resonatoren leicht aus Amplitude und 
Higenfrequenz. Hine kontinuierliche Verteilung stellt den Grenzfall einer 
unendlich dichten Polverteilung dar; zur Wiedergabe als Schaltung muB sie 
durch geeignete diskrete Resonatoren angenahert werden. Das Problem der 
Approximation und erzielbaren Genauigkeit wilde eine gesonderte Unter- 
suchung bendtigen. Manche unserer Ergebnisse finden sich bereits in Hinzel- 
arbeiten: die Notwendigkeit, die bisher als rein imaginaér angesehene Funktion 
eines ungedampften Resonators durch ein reelles Glied zu ergànzen, wurde 
auch von Guillemin erkannt; die Transformationsformel der Spektra wurde im 
speziellen Fall der Relaxationstheorie, auBer in eigenen Arbeiten, besonders 
von J. MEIXNER diskutiert; die Beziehung zwischen Real- und Imaginàrteil 
analytischer Funktionen wurde neuerdings besonders im Zusammenhang mit 
Problemen der Dispersionstheorie und Kernphysik weitgehend verwendet. 
Auch der hier entwickelte Formalismus der Spektra liefert Ergebnisse, welche 
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im einzelnen nicht unbekannt sind und schon vielfach verwendet wurden; 
erwihnt sei die Zusammenfassung von 6(%) und 1/# in einer komplexen Pseudo- 
funktion sowie die Definition des Integrals, welche dieselben Resultate ergibt 
wie die Hadamard’sche Theorie des endlichen Bestandteils eines unendlichen 
Integrals. Hiermit wird wohl ersichtlich, daB die vorliegende Arbeit keines- 
wegs eine von allen bisherigen Methoden abweichende Behandlung anstrebt, 
sondern vielmehr versucht, diese Methoden innerhalb eines einheitlichen Schemas 
zusammenzufassen. Die Behandlung wurde an Hand eines Spezialgebietes 
durchgefiihrt, die Resultate kònnen aber fur weitere Gebiete der Physik Giltig- 
keit beanspruchen. i 


II. — Grundlagen. 


1. — Admittanz und Impedanz. 


Gegenstand der Untersuchung sind passive elektrische Stromkreise (also 
solche ohne innere Energiequellen), welche aus linearen Elementen aufgebaut 
sind. Alle Elemente sollen zeitlich konstant und dissipativ (also energiever- 
zehrend) sein oder Grenzfalle dissipativer Elemente darstellen. Sie mégen 
diskontinuierlich und/oder kontinuierlich verteilt sein; im ersten Fall hat man 
ein System totaler, im zweiten Fall ein System partieller Differentialgleichungen, 
Wir beschranken uns auf die Betrachtung von Zweipolen. 

Die Beanspruchung des Systems wird durch die angelegte Spannung U 
oder den angelegten Strom J gegeben, das Verhalten wird durch die Antwort 
auf vorgegebenen Strom oder Spannung beschrieben. Die Antwortfunktion 
hangt natirlich jeweils von der speziellen Zeitfunktion von J(t) oder U(t) ab. 
Von praktischer Bedeutung sind im wesentlichen 2 Falle, nàmlich: 


a) Der Dauerzustand, der sich einstellt, wenn im Zeitpunkt t = — co 
eine exponentielle Spannung oder ein ebensolcher Strom von Einheitsampli- 
tude angelegt wurden. Mit U= e° hat man 


(1a) J(t) = Y(z) UG) 
und mit J= e” ist 


(1b) U(t) = Zz) S(t) . 


Wir bezeichnen Y(z) als Daueradmittanz («steady state admittance ») und 
Z(z) als Dauerimpedanz («steady state impedance »). Die Frequenz 2 ist im 
allgemeinen komplex, 


(2) z=f+iw, 
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jedoch mit f > 0; das heBit es diirfen nur rein sinusfòrmige Stréme und Span- 
nungen (8 = 0) oder solche mit exponentiell steigender Amplitude (8 > 0) 
angelegt werden. Nur unter diesen Bedingungen kann nimlich der bei Anlegen 
der Spannung erzeugte Ubergangsvorgang beliebig klein gehalten werden. 


b) Der Ubergangsvorgang, der sich einstellt, wenn im Zeitpunkt t = 0 
konstanter Strom oder Spannung von Einheitsamplitude angelegt wird. Zur 
bequemeren Schreibweise fiihren wir die Einheitssprungsfunktion (« unit step 
function ») 1(t) ein. Sie ist definiert als 


(3) 10) -{l fe 
Fir U(t) =1(t) hat man 
(4a) I(t) = i(t)-1(t) 
und fir J(t) =1(t) wird 
(45) U(t) = u(t)-1(t). 


Wir bezeichnen i(t) als Ubergangsadmittanz (« indicial admittance ») und w(t) 
als Ubergangsimpedanz (« indicial impedance »). 


2. — Grundformen von Schaltungen. Die kanonischen Systeme. 


Die Schematik der Schaltungen wurde zu- 
nàchst fiir Systeme entwickelt, die aus 2 Arten 
von Elementen bestehen, also reine Reaktanz- 
‘systeme aus Kondensatoren und Spulen oder 
reine Relaxationssysteme aus Widerstànden und 


Kondensatoren oder Widerstànden und Spulen 


sind. Dem Dualismus Admittanz-Impedanz 
entspricht es, daB man zwei einander aquiva- F 
lente Grundformen findet, das Parallelsystem i 
fiir die Darstellung von Admittanzen und das 

(b) 


Seriensystem fiir die Darstellung von Impedan- 
zen. Beide sind schematisch in Fig. 1 dargestellt. 
Die Y, bzw. Y, beziehen sich hierbei jeweils auf 
Elemente derselben Art, ebenso Z, und Z,. Die 
numerischen Werte der Elemente in den ver- 
schiedenen Maschen brauchen jedoch keineswegs 
gleich zu sein. Ihrer besonderen Wichtigkeit i Oy Kanguisches Concur 
wegen sind in Fig. 2 die Grundformen reiner system aus 2 Arten von Ele- 
Reaktanzsysteme noch gesondert angegeben j menten. 


Fig. 1. — a) Kanonisches Paral- 
lel-System aus 2 Arten von Ele- 
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(a) 


Fig. 2. — a) Kanonisches Paral- 
lel-System aus verlustlosen Ele- 
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(FostER, Ref. (5)). Diese Grundformen werden 
als kanonische Systeme bezeichnet. 

Sie kénnen noch jeweils in 4 Unterklassen 
auftreten, entsprechend der Art und Zahl der 
entarteten Zweige. Als nicht entartet bezeichnen 
wir einen Zweig, welcher beide Einzelelemente 
(L und C) enthalt, als entartet einen solchen 
der nur eines derselben enthalt (Z oder ©). 
Als impulsiv bezeichnen wir ein System, wenn 
seine beiden Enden rein kapazitiv iberbrickt 
sind, als reaktiv wenn sie rein induktiv iber- 
briickt sind. Die 4 kanonischen Formen sind 
in Tabelle I fiir reine Reaktanzsysteme zusam- 
mengestellt, mit den entsprechenden Bezeich- 
nungen. 

Ein physikalisches System mag als Parallel- 
schaltung oder als Serienschaltung dargestellt 


Raw SE RR werden. Man iberzeugt sich, daB die folgenden 

sen): ) ee Hae Ses ee Aquivalenzen bestehen: P,— S; P,—S8,; 

System aus verlustlosen Ele- S È a . 

menten (reines Reaktanz-sy- P,;—S8;, Pa — Sa. Die impulsiven Parallelsy- 

stem). steme und die reaktiven Seriensysteme nehmen 
TABELLE I. — Kanonische Formen. 

| Entartung Parallelsystem Seriensystem 

|—-- ‘ È dira age RETE 3 
Nicht entartet (Pi) L=0 OG =0)2,=0 G&=0 (0) 
Doppelt entartet : CE) Uys) One) || fig se 0 ChsaO (8) 
Einfach entartet (reaktiv) . . G2) Base 0 C=O ago Gy =O (Sh) | 
Einfach entartet (impulsiv) C2) Ue= O ZON Pf Ty =O MOZIONE (Sì) 


jeweils eine gewisse Sonderstellung ein. Hinzelkondensatoren in Admittanzen 
und Einzelspulen in Impedanzen werden oft abgetrennt. Man sieht leicht, 
dafi man dann schreiben kann 


(5a) i(t) 
(55) ult) 
und 
(6a) 
(6b) 


= 0,6(t) + w(t) + t/a 


I 
DI 
° 
oa 
— 
~ 
| 


L p(t) + 4/0, 


or 
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wobei die Funktionen g und y sowie ® und ‘7 sich jeweils auf nicht entartete 
Systeme beziehen. gm und sind in jedem endlichen Intervall integrierbar. 
Wenn man bei verlustlosen Systemen von einem Dauerzu- 

stand reden will, muB man diese Systeme als Grenzfall sol- 

cher betrachten, die aus verlustbehafteten Elementen be- 

stehen, deren Verlustfaktor gegen Null geht. Solche Systeme 

sind in Fig. 3 dargestellt. Es wird sich zeigen, daB diese Ergeb- 

nisse auch von Bedeutung sind fiir die im folgenden behan- 

delten allgemeineren Systeme, welche aus Widerstànden, 

Spulen, Kondensatoren und (von einer Seite aus betrachteten) 
Transformatoren bestehen. 


3. — Das Superpositionsprinzip. 


Daueradmittanz und Uber- | 
gangsadmittanz sind nicht le 
voneinander unabhangig, son- am 
dern durch eine vielfach als 

b) 


Carson’sche Gleichung bezeich- 
nete Integralbeziehung mitein- 


a) 


Ri 3 Fig. 3. — a) Parallelschaltung mit verlustbehaf- 
ander epcouDts, DECINE teten Elementen; b) Serienschaltung mit verlust- 
fir die Impedanzfunktionen. behafteten Elementen. 


Die Beziehung wird mittels 
des Superpositionsprinzips erhalten. Dies schreibt sich hier 


t+ 
(Ta) J) = i wae it —t) dr, 
(7b) U(t) = | e u(t —t)dt. 


or 


Wir bemerken hierzu, daB es vielfach tiblich ist, die impulsiven bzw. reaktiven 
Terme gesondert herauszuziehen. Man iberzeugt sich aber leicht, dab sich 
dies hier eriibrigt, wenn man von den Beziehungen (5) Gebrauch macht. 
Substitution von U=e* in Gl. (7a) und J=e* in Gl. (7b) ergibt leicht 
die gesuchten Beziehungen ; 


foo} 


(8a) We) = 2 [eri 


o— 
(ee) 


(80) Ae | rua. 


O— 
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Hierbei ist z=6+im, und 6>0. Um die eigentlichen Wechselstromleit- 
werte und Widerstinde zu erhalten, miBte man 6 = 0 einsetzen. Dies ist 
jedoch nicht immer erlaubt, nàmlich dann nicht, wenn i(t) bzw. u(t) rein sinus- 
formige Komponenten enthalten, wie sie ungedampften Einzelsystemen ent- 
sprechen. Man sieht, daB in diesem Fall die Integrale mit-f = 0 nicht kon- 
vergieren. Man mu also zum Grenzwert 6 = 0 erst nach der Integration 
ilbergehen und hat 


foo} 


(9a) Y(iw) = lim (to + B) Jexp [—(t@ + B)t]i(z) dr, 
G0 

(9D) Z(iw) = lim (w + B) [exp [—(t@ + B)\T]}u(t)dr. 
po 


o— 


III, — Admittanz und Impedanz als Cauchyintegral. 


1. — Randwerte analytischer Funktionen. 


Wir stellen eine fiir das folgende wichtige Form des Cauchy’schen Theorems 
voran (1+). Hierzu betrachten wir das komplexe Integral 


1 (E 


(10) Fa) = ag, 


201} È —& 
dI) 


uber einen stetig gekrimmten Kurvenbogen /’, der zwischen den Punkten 2, 
und zg, verlàuft. (6) ist eine auf der Kurve definierte GréBe, welche als 
Funktion der Bogenlange auf der Kurve betrachtet stetige erste und zweite 
Ableitungen besitze. Die durch das Integral dargestelle Funktion F(z) ist fir 
Punkte 2, die nicht auf /' liegen, analytisch. Fiir auf dem Kurvenbogen liegende 
Punkte z, kann man nicht ohne weiteres F(z,) bilden. Es bestehen aber die 
Grenzwerte F'+(z,) und F(z.) fir Annaéherung an den Punkt 2 positiver bzw. 
negativer Richtung. Positiv ist die Richtung, welche bei Durchlaufen von (J’) 


(11) A. Hurwitz und R. Courant: Funktionentheorie (Berlin, 1929), p. 330 ff. Diese 
Form geht zurick auf 8. PLEMELJ: Monatshefte f. Math. und Phys., (Wien), 19, 205 
(1908). Eine ausftthrliche Diskussion gibt N. I. MusHKELISHVILI: Singular Integral 
Equations (Groningen, 1953). 
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im positiven Sinn nach links weist. Dann ist 


1 R(é 
01) Pea) fa + 5 Re). 


QD) 


Das Integral tiber (/") ist als Cauchy’scher Hauptwert zu verstehen. 


2. Cauchyintegral fiir in der rechten Halbebene regulare Funktionen. 


Daueradmittanz Y(z) und Dauerimpedanz Z(z) derhier betrachteten pas- 
siven Systeme kònnen Singularitàten nur auf der linken Halbebene mit Ein- 
schlu8 der imaginàren Achse besitzen (12). Sie sind also auf der ganzen rechten 
Halbebene mit AusschluB der imaginàren Achse regular. Im Unendlichen 
haben sie héchstens einen Pol erster Ordnung, dann nàmlich wenn es sich 
um impulsive bzw. reaktive Systeme handelt. Die Realteile von Y(z) 
und Z(z) muBen im ersten Quadranten, mit EinschluB 
der imaginàren Achse, gròBer oder gleich Null sein, da 
sie die an das System gelieferte mittlere Leistung 
geben. Funktionen, welche diesen Bedingungen ge- 
nugen, werden vielfach als positive reale Funk- 
tionen (1%) oder R-Funktionen (14) bezeichnet und sind 
schon vielfach diskutiert worden. 

Die folgenden Ausftihrungen beschrànken sich 
auf Admittanzfunktionen. Wegen des Dualismus 
der Theorie gelten sie entsprechend auch fir Impe- 
danzen. 

Der in Fig. 4 dargestellte Weg in der komplexen  Fig.’4. - Integrationsweg. 
Ebene verlàuft ganz im Regularitàtsbereich der Funk- 
tion Y(z). Fir Werte z innerhalb des durch ihn begrenzten Gebietes kann 
Y(z) also dureh ein Cauchyintegral dargestellt werden. Es ist jedoch vorzu- 
ziehen, statt Y selbst die Funktion 


hiw 


(12) Fe) = Y(e)fe 


(12) Eine ausftihrliche Diskussion der Eigenschaften dieser Funktionen findet sich 
etwa bei H. W. BopE: Network Analysis (New York, 1945). Ebenso Proceedings, Sym- 
posium on Modern Network Synthesis (New York, 1952). M. Bayarp:, Théorie des 
Réseaux de Kirchhoff (Paris, 1954). 

(13) O. BRUNE: Journ. Math. Phys., 10, 191 (1931); W. CAUER: Math. Ann., 105, 
86 (1931); 106, 370 (1932); E. A. GuILLEMIN: The Mathematics of Circuit Analysis: 
(New York, 1949), p. 409. 

(4) E. P. WIGNER: Ann. of Math., 53, 36 (1951); 55, 7 (1952); Proc. Cambridge 
Phil. Soc., 47, 790 (1951). 
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darzustellen, welche keinen Pol im Unendlichen mehr haben kann: 


Il P 


Das Integral wird in 2 Terme aufgespalten, der eine iber die Gerade im Ab- 
stand 8 von der imaginàren Achse, der andere tiber den Halbkreis mit Radius M, 


"PO ‘FRB + Mew) Me! 

uals. ai + Mei) Meo 

(14) P(2)= ri cai se] B+ Mew — 2 
B+iM —n/2 


Nunmehr làBt man bei endlichem 6 und z den Radius M gegen co wachsen. 
Im 2ten Term kann man dann die Glieder mit f und 2 gegen die mit M vernach- 
lassigen. Der Ausdruck ergibt dann eine Konstante %, 


+2/2 
(15a) k = lim 3 | Plated 


Mo “ 
—7/2 


Ferner mu % reel und endlich sein, sonst kénnte entgegen der gemachten 
Voraussetzungen Y(z) im Unendlichen stàrker als linear anwachsen. Somit 
wird 


-io 


1 PF 
(150) FQ) = 5 pa dl + % Re (2) > f.. 
Brio 


Fur alle Werte, fiir die Re(z) < f ist, wird die durch die rechte Seite dargestellte 
Funktion 0. Wir berechnen nun das Integral fiir einen Punkt è, auf der Grenz- 
kurve, wobei wir uns aus der rechten Halbebene annàhern, also fiir 


(16a) %=fp+iw p> 0. 


Anwendung von Gl. (11) ergibt 


pB_ico 
(160) lim F(6 + im + e)= zia DO) di AO e>0, 
aX 270 | C— 2 
Bio 


wobei nunmehr das Integral als Hauptwert zu verstehen ist. Da wir uns im 
Regularitàtsbereich der Funktion F(z) befinden, wird auch 


(17) lim F(B + im + e) = F(B+ io) 


E>0 
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und schlieBlich, mit der Substitution ¢ = f + io, 


- o 


8) FB + io) = = | 


+0 


eae 
ea, p>0. 
(on Nod) 


Zerlegung von F in Real und Imaginàrteil, 
(19) F(z) = P.(B 0) + iF.(, ©) 


und Gleichsetzen der reellen und imaginàren Terme ergibt schlieBlich 


+ 
f 1 5 
(20a) F,(B, o) = € Ji ea 
IT (06402) 
+o 
(208) lind wee EAR ie 
IT O) 


und somit fiir # die Darstellung 


+o 


i [ens @) He: A 
sala, do +iF,(f, w) (> O. 


=! 


(21) F(B + iw) = C 


Hierbei wurde die Konstante noch mit der Kapazitat C identifiziert. Durch 
Gl. (21) wreden die Werte der Funktion /' in der rechten Halbebene mitteis 
der imaginéren Komponente von / ausgedriickt. Die Beziehungen (20) haben 
die Form der bekannten Hilbert’schen Transformationen (1°). Sie stellen zu- 
nichst allgemein die zwischen dem Real- und Imaginarteil einer analytischen 
Funktion bestehenden Beziehungen dar, gelten aber auch ftir die Grenzwerte 
solcher Funktionen. 


(4°) Fir eine ausfùhrliche Diskussion verweisen wir auf E. C. TIrcHMARSH: Theory 
of Fourier Integrals (Oxford, 1937). Ebenso Bopm, ref. (12); Gross, ref. (3) und Am. 
Math. Monthly, 50, 90 (1943); An. Acad. Brasil. Ci., 13, 31 (1941); 13, 163 (1941). 
LeLIo I. Gama An. Acad. Brasil. Ci., 13, 51 (1941); Bepro Levi: An. Acad. Brasil. Ci., 
13, 185 (1941). In der Theorie der Dispersionserscheinungen sind diese Beziehungen 
als Kronig-Kramers Gleichungen bekannt, nach R. Kronic: Journ. Opt. Soc. Am., 
12, 547 (1926), und H. A. Kramers: Atti Congs. dei Fisici (Como, 1927). Eine Ableitung 
der Beziehungen fiir die Schaltungstechnik und Diskussion gab H. BArwaLp: Phil. 
Mag., 21, 883 (1936). Einige neuere Ausftthrungen finden sich bei M. K. BRACHMAN 
und J. R. MacpoNnALD: Physica, 20, 12 (1954). Weitere Diskussion und Bibliographie 
sowie Anwendung auf die Quantenmechanik bei J. S. ToLL: Thesis (Princeton, 1950.) 


17 — Supplemento al Nuovo Cimento. 
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Die bisherigen Gleichungen gelten einstweilen nur fiir 6 > 0. Sie sollen nun- 
mehr auch auf die imaginàre Achse ausgedehnt werden; erst dann stellen ja Y 
baw. Z die mit den iblichen MeBmethoden erfabten GròBen der Wechselstrom- 
technik dar. Da nunmehr jedoch Singularitàten auftreten kònnen, kann man 
nicht einfach 6 = 0 setzen, sondern mu einen Grenzprozess ausfiihren. Es 
wird dann bei Annàherung an die imaginàre Achse von links 


+o 
pale (20): See 
(22) lim F(6 + iw) = C—Iim | FAB, 0) do + lim +f, (6, ©) 
B=>0 poo 7 C=O: po 


Fiir die Grenzwerte kann man auch abgekùrzt schreiben 


(23a) lim F(6 + iw) = FH(iw), 
B-0 

(23D) lim: F(8, 0) == 83 (@) 
6-0 


Bei der Ausfilhrung des Grenzprozesses ist eine von ahnlichen Rechnungen 
her bekannte zusitzliche Bedingung zu beachten (vergl. Ref. (!*)). Der Radius 
M muB so gewahlt werden, daB die Endpunkte des Halbkreises mit M als 
Radius nicht auf singulàre Stellen der Funktion F(z) auf der imaginàren Achse 
stoBen. 

Hiermit haben wir also einen Ausdruck ftir die Werte der Admittanz- 
funktion «auf» der imaginàren Achse erhalten. Dieser ist so zu verstehen, 
daB er die Werte gibt, welche die Admittanzfunktion annimmt, wenn man 
sich der imaginaàren Achse von rechts her annahert. 

Hine Bemerkung tiber die Vorzeichenfestsetzung ist notwendig. Als positiv 
galt diejenige Richtung, welche bei positiver Durchlaufung des Wegs nach 
links weist. In den vorliegenden Anwendungen ist der Weg die imaginàre 
Achse oder Parallelen hierzu. Er ist Teilabschnitt des in Fig. 4 dargestellten 
geschlossenen Wegs. Hiermit ist der positive Durchlaufungssinn definiert; er 
entspricht einem Durchlaufen der imaginàren Achse von + co nach — oo. 
Nach links weist dann die Normale, welche in Richtung der positiven reellen 
Achse weist. Dies ist die positive Richtung. Annàherung an einen Punkt 
des Wegs aus positiver Richtung bedeutet also Annàherung von rechts, aus 
der positiven Halbebene. 


3. — Besondere Eigenschaften der Funktionen F(z). 
Die eingangs erwaàhnten Bedingungen, welchen Y(z) unterliegt, ergeben auch 
gewisse Hinschrankungen fiir die Funktion F(z). 


a) Symmetriebedingung. — Auf der reellen Achse muB Y reell sein; man 
sieht leicht, daB dann dasselbe auch fiir F gilt. Indem man etwa in der Gl. (16) 
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eine Zerlegung in Real- und Imaginarteil vornimmt, und verlangt daB die 
erhaltenen Gleichungen fiir reelle Werte des Arguments reell werden, erhalt 
man leicht die Symmetriebedingungen 


(24a) . £8, o) = F.(b,— ©) 
(240) F,(8, 0) = — F.(f, — ©) 
und somit 


(24c) F(z) = FP), 


b) Realisierbarkeitsbedingung. — Die reelle Komponente von Y muB fir 
positive Frequenzen und f > 0 positiv sein. Damit ergibt sich fir F 


(25) bF,(B, ©) — oF (B, @) > 0 fur p20, wo >0: 


Auf der imaginàren Achse ist also /, fir positive Frequenzen negativ. 
Beriicksichtigt man die Gl. (24), so erhàlt man aus Gl. (22) schlieBlich 


oa 


Dito Ha (bs , 
(26) F+(i@) = C— lim | Ese o do + iFi(@). 


ES ua CE OY 
0 


Wir haben also eine allgemeine Darstellung ftir die Daueradmittanz erhalten; 
sie wird dargestellt mittels einer physikalisch bedeutungsvollen GròBe, der die 
Leistungsabsorption gebenden Komponente Y, bzw. F,. 

Eine ganz entsprechende Darstellung wird fir die Impedanzfunktion 
erhalten. 


IV. - ModellmaBige Darstellung fiir Admittanz und Impedanz. 
1. — Systeme mit konstanter Dampfung. 


Eine von der vorigen verschiedene Darstellung erhalt man, wenn man von 
der Betrachtung einer das System bildenden Schaltung ausgeht, also von der 
Modellvorstellung. Wir wiahlen als Ausgangspunkt die in Fig. 3 gegebene 
Schaltung eines verlustbehafteten Parallelsystems. Liegt ein diskretes System 
vor, so wird die Ubergangsadmittanz i(t) eine Summe iber Exponential- 
glieder 


+N 
(27) i(t) = Ya, exp [Ct] + Cd(t), En=— Oy + 1 - 
N 
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Da i(t) reell sein muB, miissen die a, und ¢, konjugiert komplex sein, also 
a: =a, und ¢_, = T,. Der Realteil von ¢ gibt die Dampfung der einzelnen 
Oszillatoren, nàmlich x, = 4$(R,/L,+G,/C,). Da die Parameter RGOL stets 
positiv oder 0 sind, muB offenbar x > 0 sein. Wir betrachten nun die speziellen 
Systeme, fiir die alle Koeffizienten #,/L, und G,/C, jeweils ‘unter sich gleich 
sind. Dies ist im besonderen der Fall, wenn alle Spulen aus demselben Leiter- 
material und alle Kondensatoren aus demselben Dielektrikum gebaut sind. 
Die R, sind dann die Widerstànde der Spulen und die G, die Ableitungen 
der Kondensatoren. Die Beschrànkung auf solche Systeme bringt eine Verein- 
fachung der folgenden Gleichungen, ohne eine wesentliche Einschrànkung zu 
bedeuten. Damit kònnen wir also «, = const setzen. 

Wir betrachten numehr den allgemeineren Fall, bei dem die (komplexen) Eigen- 
frequenzen der Einzelsysteme nicht mehr ein diskretes Spektrum bilden, son- 
dern kontinuierlich verteilt sind. Dies bedeutet wegen der Einschrànkung 
«= const, daB die Variable o nunmehr kontinuierlich Werte zwischen — co 
und -+-co annehmen kann. Aus der Summe (27) wird dann ein Integral, das 
wir in der Form schreiben 


atto 
: 1 2 = 
(28) UE foes di x 


-a-to 


V 
SS 


Hierbei haben wir der Einfachheit halber zunachst den additiven kapazitiven 
Term weggelassen. 

Um das zugehérige Y(z) zu berechnen, muf man Gl. (28) in Gl. (8a) ein- 
setzen, und erhalt unter Beriicksichtigung von Gl. (12) 


-o+io 


(29) 10 = Je ae ye dé, Re (¢) >—«. 


-a-io 


Die Einschrànkung Re (2) >-—« ist notwendig, um die Konvergenz des In- 
tegrals zu garantieren. Vertauschung der Integrationsfolge gibt 


(30) = Sori 4o0(C) d¢ | exp [— (e— C)t] dt, Re (2) >— a. 
lazio 0 


Das Integral tiber die Exponentialfunktion konvergiert in dem betrachteten 
Bereich und kann ausgewertet werden. Somit wird 


(31) F(z) = os sel ae, Re (2)>— a. 


-a+io 
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Wir wollen diese Gleichung nun fiir Funktionen @(¢) betrachten, welche die 
fiir die Anwendung des Cauchy-Courant’schen Satzes (GI. (11)) notwendigen 
Bedingungen erfiillen, und berechnen dann den Wert des Integrals (31) fiir 


(32a) %=—a+tio ee = (0). 


Dann wird auf Grund desselben Vorgehens wie friiher 


(320) Fe) = 


Die Funktion g(î) unterliegt weiteren einschrankenden Bedingungen. Diese 
ergeben sich aus der Forderung, daB i(t) reell sein muf. Zerlegung von © in 
reelle und imaginàre Komponente und Einsetzen in Gl. (28) ergibt fiir 


(33a) o(— « + iw) = e,(%, ©) + 102(x, w) 
die Bedingungen 0(î) = — @(¢), also 

(33b) dida) io), 
33€) oa +) = + 0a —). 


Physikalisch bedeutet o0(¢) die Verteilungsfunktion der (komplexen) Eigen- 
frequenzen der kanonischen Schaltung. 


2. — Zuordnung von Schaltung und Admittanzfunktion. 


Wenn die Verteilungsfunktion bekannt ist, kann die zugehòrige Admittanz 
nunmehr berechnet werden. Das uns hier vorliegende Problem ist aber gerade 
das Umgekehrte. Gegeben sind zunàchst die Admittanz Y(z) sowie die hieraus 
berechnete Funktion #(z) einer Systems. Dieses System ist in die kanonische 
Form zu transformieren. Hierzu ist gesucht die zu der gegebenen Admittanz 
gehorende Verteilungsfunktion g(6). 

Wir ordnen nun zunàchst der gegebenen Admittanz Y(z) eine Schaltung 
zu durch die vorerst freilich willkirlich erscheinende Bestimmung 


(34) io(— B + io) = F(6 + iw) (oy 0) 


Hiermit wàhlen wir also als Verteilungsfunktion der zugeordneten Schaltung 
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die gegebene F-Funktion selbst. Rein formal ist dies erlaubt. F(B+i@) ist 
regulàr auf dem Integrationsweg, somit war die Transformation von Gl. (31) 
in Gl. (32) erlaubt; auBerdem zeigt ein Vergleich von Gl. (24) und Gl. (33), 
da8 die Symmetrieeigenschaften der beiden Funktionen dieselben sind. Damit 
haben wir also als Verteilungsfunktion die aus der Admittanz abgeleitete 
Funktion F(z) selbst gewahlt. Einsetzen von Gl. (34) in Gl. (32b) ergibt nun 
eine F-Funktion, welche wir mit I’* bezeichnen, um sie von der gegebenen 
zu unterscheiden: 


7 SI Ro 2 

(35) P*(— 6 +t) = i | Tai: do + 2 FR io), p>0 
+00 

(Hierbei wurde noch von der Transformation ¢ = — + io Gebrauch ge- 


macht). Ein Vergleich dieser Gleichung mit den Gl. (165) und (18) zeigt aber, 
daB die rechte Seite von Gl. (35) die Funktion /(bB+i@) selbst ergibt. Also ist 


(36a) F*(— B + iw) = F(p + io) 
und, da Y*(—f + iw) = (—f + 1m) F*(— 6 + io) ist, 
(36D) Y*(—B + w) = (— 6 + iw) F(B+ iu). 


Y*(z) ist die Admittanz der Schaltung, die wir durch die Zuordnung (34) 
erhalten haben. Sie ist offensichtlich nicht gleich der gegebenen Admittanz Y (2), 


(36c) Y(B +iw) = (6 +iw) (6B + io). 


Sie wird aber gleich dieser auf der imaginàren Achse, abgesehen von isolierten 
Punkten. Aus den Gl. (365) und (36c) folet nàmlich 


(37a) lim Y*(— 6 + im) = lim Y(f + 20) 
B-0 Bo 
fiir alle Werte ©, fur die 
(37D) lim fPF(6 + iw) = 0 
B>0 
ist. 


Die Admittanz der auf Grund der Zuordnung (34) berechneten Schaltung 
wird also gleich der gegebenen Admittanz, wenn wir die Dàmpfung gegen 0 
gehen lassen. Ausgehend von der Admittanz Y(z) einer Schaltung ist die 
Verteilungsfunktion gefunden worden, welche die Schaltung in die kano- 
nische Form iiberfihrt. Hierbei war das Vorgehen zunachst so, daB man der 
gegebenen Admittanz vermittelst der Gl. (34) eine Schaltung konstanter Damp- 
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fung zugeordnet hat. Die Admittanz dieser so bestimmten Schaltung wird 
gleich der gegebenen auf der Frequenzachse, das heiBt wenn man die Dampfung 
gegen 0 gehen laft. Damit geht gleichzeitig die aus gedimpften Elementen 
nach Fig. 3a gebildete Schaltung in die aus ungedàmpften Elementen beste- 
hende Schaltung der Fig. 2a tber. Somit folgt: 

Alle Admittanzen physikalisch realisierbarer Systeme kònnen durch eine 
kanonische Parallelschaltung ungedaàmpfter Resonatoren dargestellt werden, 
welche als Grenzfalle gedampfter Resonatoren anzusehen sind. 

Fir Impedanzen ergibt sich eine entsprechende Behandlung, unter Be- 
nutzung der kanonischen Seriensysteme der Figuren 3b und 2b. Die beiden 
Schaltungen der Fig. 2 kònnen also alle Admittanzen und Impedanzen auf der 
rechten Halbebene darstellen; Parallelsysteme werden fiir die Darstellung von 
Admittanzen und Seriensysteme fiir die Darstellung von Impedanzen heran- 
gezogen. Wegen der Aquivalenz der Beschreibung durch Admittanz- oder 
Impedanzfunktionen sind aber auch die beiden Schaltungen einander Aqui- 
valent. Sie stellen die Grundsysteme dar, auf die alle anderen zurtckfihr- 
bar sind. 

Den der Gleichung (35) entsprechenden Ausdruck fiir die Ubergangsadmit- 
_tanz erhalt man, indem man in Gl. (28) den Wert (34) substituiert. Also 


(38a) DAD) = = | F(B + ic) exp [— (6 — io)t]do . 


Di 
_ o 


Hierbei haben wir wieder è*(t) geschrieben, um anzudeuten, dab dies noch 
nicht die zu dem gegebenen Y(z) gehérende Ubergangsadmittanz ist. Sie wird 
aber gleich dieser wieder fiir 6 = 0, also 


(385) i(t) = lim i*(t).. 
B—0 


3. — Die Ubergangsadmittanz. 


Fir die Ubergangsadmittanz der Schaltung erhàlt man nach Substitution 
von 6 durch F und zunichst wieder unter Weglassung des kapazitiven Gliedes 
aus Gl. (28) 


(39) my =F [Us - + iFG, ae do. 


— © 


Nun 148t sich auf Grund von Gl. (20a) F,— € durch F, ausdriicken. Hiermit 
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wird nach Substitution und Vertauschung der Integrationsfolge 


+ co +0 + o 
n 


(40) [uve o)— Cle*do = == F,(B, s) ds | pati - do. 


slo 


— © —_ 0 — © 
Nun ist bekanntlich 


+ 0 


* giot , i 
(41) do = — ine’, 
J so 


_ 


wobei wie immer das Integral als Hauptwert berechnet wurde. Substitution 
von (41) und (40) in (39) und Zufiigen des kapazitiven Gliedes gibt schlieBlich 


ge Pp 
(42) i*() = — |iP(B, 0) edo + 080). 


(ee) 


Geht man schlieBlich zu lim $ —> 0 tiber und macht von den Symmetrieeigen- 
schaften von P Gebrauch, so folgt 


(43) it) = — Lim È | Pub o) sin ot do + CÒ(t) . 
—>0 
0 


Dies ist die Ubergangsadmittanz der Grundschaltung. 

Wie Y(z) kann also auch i(t) ausschlieBlich mittels der Funktion J, aus- 
gedriickt werden. Es wurde eingangs erwahnt, daB diese schon wegen ihrer 
Verknipfung mit der absorbierten Leistung des Systems wichtig ist. Die Glei- 
chungen (43) und (26) zeigen, daB sie auch fiir die analytische Darstellung 
der charakteristischen Funktionen des Systems eine besondere Rolle spielt. 
Sie ist die Verteilungsfunktion der Eigenfrequenzen der Grundschaltung. 


4. — Realisierbarkeit. 


Die vorigen Betrachtungen haben dazu gefiihrt, (6, w) als Verteilungs- 
funktion der Higenfrequenzen kanonischer Parallelsysteme zu deuten. Damit 
diese Interpretation einen physikalischen Sinn hat, muB aber gezeigt werden, 
daB® diese zur Darstellung herangezogenen kanonischen Systeme auch physi- 
kalisch realisierbar sind, also aus Elementen mit positiven Parametern gebildet. 
werden kénnen. 
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Die Gln. (28) und (38), welche den Ausgangspunkt der Betrachtungen 
bildeten, bezogen sich auf die Schaltung der Fig. 3a. Hier ist jedes Hinzel- 
system durch 4 Parameter charakterisiert; die Verteilungsfunktion is tkomplex. 
Durch die Umformungen, welche auf 
Gl. (43) filhrten, haben wir jedoch 
die reelle Verteilungsfunktion F,(6, @) 


d'aste Disgaea 
erhalten. Hieraus folgt, dag auch 
die Struktur des zugehòrigen Systems a 
spezieller sein muB. Tatsachlich sieht E 


" 


man leicht, daf sie der in Fig. 5 gege- 
benen entspricht, bei der jedes Ein- 
zelsystem nurmehr durch 3 Parameter 


charakterisiert ist. Damit solche Sy- Fig. 5. — Kanonisches Parallelsystem zur 
Darstellung von Admittanzfunktionen. 


steme physikalisch realisierbar sind, 
missen alle Einzelamplituden positiv 
sein, also muB (Pf, ©@)<0 sein. Es gentigt freilich, diese Bedingung nur 
im Fall kleiner Dampfung zu stellen. Somit muB sein 


(44a) F.(B, w) <0 aS (3 =e wy 0: 


Zur Diskussion verfiigt man tber die schon frither (Gl. (25)) gegebene 
allgemeinere, aber stets giiltige Beziehung 


(45) — BP(P, 0) + P,(B, w) < 0 bB>0; 0@>O0. 


Diese sagt zunàchst nur aus, daB die gegebene Admittanz irgendwie realisierbar 
ist, ohne Angaben iber die spezielle Art der Schaltung zu enthalten. 

Der Vollstàndigkeit halber fiigen wir noch die Bedingungen (375), bei fiir 
die Giltigkeit der Darstellung (43) 


(46a) lim fF, (fp, wo) = 0 
B0 

(460) lim PF,(6, @) = 0 
Bo 


und beschrànken uns nur auf solehe Punkte ©, fiir welche diese erfillt sind. 
Da F,(B, ©) eine ungerade Funktion ist, wird (8,0) = 0. Im Nullpunkt 
gilt also Gl. (44a). 
Fir wo #0 zeigt Gl. (45), dab 


(44D) lim F,(6, w) <0 o> 0 


B>0 
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ist. Die ungedampften Systeme sind also bestimmt realisierbar. Fir f > 0 
gilt. 

Wenn in einem Streifen langs der Achse SF,(f, w) < 0 ist, so muB in dem- 
selben Streifen notwendigerweise w/,(f, ©) <0 sein, da sonst Gl. (45) nicht 
erfullt wire. . 

Fir 6F,(}, ©) >0 mu man 2 Falle unterscheiden: 


a) Es sei lim F,(8, @) < 0. GI. (45) erlaubt dann, daf mit wachsendem £ 
die Funktion wf,(6, ©) zunimmt und schlieBlich positiv wird. Es besteht dann 
(Stetigkeit vorausgesetzt) immer noch ein Streifen, in welchem wf,(B, @) < 0 ist. 


b) Es sei lim F,(6, ©) = 0. Gl. (45) erlaubt dann, daB ©F,(f,@) sofort 
positive Werte annimmt, also die Bedingung (44a) verletzt. 


Es kann also der Fall eintreten, daB bei der Berechnung physikalisch nicht 
realisierbare Systeme mit herangezogen werden. Dies sind jedoch gerade 
solche, welche beim Grenziibergang zu verschwindender Dampfung selbst 
verschwinden, also gar keine ungedampften Resonatoren ergeben. Soweit diese 
letzteren bestehen, sind sie also aus physikalisch realisierbaren Elementen 
hervorgegangen. 

An den isolierten Stellen, wo Gl. (46a) nicht gilt, sagt Gl. (45) nichts tiber 
das Vorzeichen von /’,(6,@) aus. Die Nachbarsysteme in diesen Punkten sind 
jedoch sicher realisierbar. Man hatte nun die Rechnung, statt mit konstanter 
Dampfung, auch mit einer von © abhangigen Dampfung f(@) ausfuhren kénnen. 
Dann ware man ftir den Integrationsweg nicht an eine Parallele zur Achse 
gebunden. Da in der Umgebung der isolierten Unendlichkeitsstellen physi- 
kalisch realisierbare Systeme liegen, kònnte man also einen Weg wahlen, der 
in der Umgebung dieser Punkte ganz im physikalisch realisierbaren Gebiet 
liegt und beim Grenzibergang auf die imaginàre Achse geht ohne « verbotenes » 
Gebiet zu durchsetzen. 

Das frihere Resultat: « Alle Admittanzen physikalisch realisierbarer Systeme 
konnen durch kanonische Parallelschaltungen ungedimpfter Resonatoren darge- 
stellt werden » kann also nunmehr ergànzt werden: « Soweit diese ungedimpften 
Resonatoren diberhaupt vorhanden sind, sind sie aus gedimpften Resonatoren 
entstanden, welche ihrerseits physikalisch realisierbar sind ». 

Dieselben Uberlegungen lassen sich auch im Anschlu8 an die Impedanz- 
funktion anstellen. Nur tritt nunmehr hier an Stelle der kanonischen Parallel- 
schaltung die kanonische Serienschaltung. 
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B) SPEKTRA 


V.— Spektra. 


1. — Grundlagen. 


Die bisherigen Resultate werden durch die folgenden Beziehungen zusam- 
mengefaBt: 


+0 
È : È . 1 | F.(B, o) Lar 
(47a) lim Pio +B)= € lim ={ mal es do i lim P,(B, ©) 
5 e i DI ae 
(47b) ut) = lim = [BAe a)etda + Co(t), 
È Y(B+ iw) 
4 = PAESI 
(470) FB, ©) Tm | Baia | 


Die Formeln sind hier in der allgemeinen Form angeschrieben. Die Sym- 
metriecigenschaften der Funktion / sind nicht benitzt worden; die auf der 
imaginaren Achse auftretenden Singularitàten sollen keinen besonderen Ein- 
schrankungen unterworfen sein, obwohl solche fiir die hier vorliegenden physi- 
kalischen Systeme bestehen; schlieBlich ist nicht davon Gebrauch gemacht, 
dafi in Intervallen, welche keine Singularitàten von F, auf der imaginaàren 
Achse enthalten, der GrenzprozeB hatte unter dem Integral ausgefiihrt werden 
kònnen (nur in der Umgebung von Singularitàten ist das Ausweichen in’s 
Komplexe nòtig). Daher sind die folgenden Uberlegungen allgemeiner gehalten, 
als es im vorliegenden Fall unbedingt erforderlich ware. î 

Fi(©) wurde als das Spektrum der Eigenfrequenzen (Zeitkonstanten) der 
kanonischen Grundschaltung gedeutet. Wenn die Struktur des zu unter- 
suchenden Systems bekannt ist, lift sich die Differentialgleichung bilden und 
hieraus Y(z) und damit auch F, anschreiben. Das umgekehrte Problem, nàm- 
lich die Ermittlung des Systems und die Darstellung der charakteristischen 
Funktionen aus einem vorgegebenen Spektrum ist schwieriger. Durch eine 
Messung mit Wechselstrom iber ein hinreichend groBes Frequenzintervall labt 
sich Y+(i@) ermitteln und hieraus #; bilden. Das Spektrum 1a6t sich somit 


(16) L. ScawaRrTZ: Théorie des Distributions, I-II (Paris, 1950); Auch G, TEMPLE: 
Jour. London Math. Soc., 28, 134 (1953); P. A. M. Dirac: The Principles of Quantum 
Mechanics (Oxford, 1930). 
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direkt ausmessen. Die so ermittelte Kurve reicht aber zur Darstellung von 
Y(z) und i(t) noch nicht aus, weil die Rechnung Kenntnis von Ff, nicht nur 
auf einer Linie, sondern (zumindest in der Umgebung der singulaàren Stellen) 
in einem Gebiet erfordert. Im Prinzip ist die Ausmessung von Y(z) in einem 
solchen Gebiet méglich, dies wiirde etwa Messungen mit sinùsformiger Wech- 
selspannung exponentiell wachsender Amplitude verlangen. In der Praxis ist 
eine solehe Methode wohl nicht durchfithrbar. Man muf somit auf rechne- 
rische Methoden zurickgreifen. F,'(@) ist der Grenzwert des Imaginàrteils 
einer analytischen Funktion auf der imaginàren Achse. Die Funktion selbst 
laBt sich hieraus zwar nicht allgemein, aber doch unter gewissen Einschràn- 
kungen zurtickgewinnen. Hine Methode, welche dies leistet, kann nun im engen 
Anschlu8 an die Deutung von F; als Verteilungsfunktion von Higenfrequenzen 
entwickelt und in die Form eines speziellen Symbolismus gebracht werden. 
Man muB8 bericksichtigen, daB bei der Auswertung auch Integrale tiber FP} (©) 
auftreten. Da aber die Funktion singulàr werden kann, kònnen diese Integrale 
divergieren, wenn man den bisherigen Integralbegriff aufrecht erhalten wollte. 
Man wird daher notwendigerweise zur Einfiùhrung eines neuen Integralbegriffes 
geftihrt, der allgemeiner als der Riemann’sche ist und eine Weiterfiihrung des. 
Begriffes des Hauptwertes darstellt. Die Methode steht in gewisser Analogie 
zur Theorie der Distributionen von L. Schwartz. Sie erfaBt daher auch 
die wblicherweise mit Hilfe der Dirac’schen Deitarechnung behandelten singu- 
laren Ausdriicke (1°); man kénnte auch die Dirac’ sche Terminologie beibehalten, 
wobei freilich zu den Delta- und Deltastrichfunktionen noch weitere « uneigent- 
liche » Funktionen hinzutreten wirden. Hier wurde aber ein anderer Weg 
gewahlt, von dem wir glauben, da£ er sich mathematisch befriedigender be- 
erunden last. 

Der Formalismus ist auf der Forderung aufgebaut, daB alle auftretenden 
Ausdriicke mit Hilfe von auf einer Kurve definierten GroBen berechnet werden 
kònnen, welche sich als Grenzwerte analytischer Funktionen darstellen 
lassen. Diese GroBen, welche selbst nicht mehr analytisch zu sein brauchen, 
nennen wit allgemein «Spektra» und bezeichnen sie mit dem Symbol ¢ >. 
Ihre Rechenregeln ergeben sich im wesentlichen aus der Forderung, daff In- 
tegral und Ableitung eines Spektrums selbst wieder Spektra sein, also als 
Grenzwerte analytischer Funktionen darstellbar sein sollen, wobei aber fiir 
nichtsingulaére Ausdriicke die iblichen Definitionen zuriickzuerhalten sind. 
Im folgenden entwickeln wir in moglichster Kirze das Schema des neuen 
Formalismus und gehen dann zur Diskussion der Spektra iber welche spe- 
ziellen besonders einfachen Funktionen zugeordnet sind; hierbei werden wir 
Darstellungen fiir die Deltafunktion erhalten. SchlieBlich wird etwas ausftihr- 
licher das Integral tiber allgemeine Potenzausdricke behandelt. 
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2. — Einfiihrung des Begriffs des Spektrums. 


a) Grenzwerte analytischer Funktionen als Spektra. — Wir betrachten in 
«der komplexen Ebene einen Weg J’, dessen Punkte wir mit ¢ bezeichnen und 
eine komplexe Funktion f(s) der auf der Kurve laufenden komplexen Verin- 
derlichen s. m(¢) sei ein zu J’ im Punkt & senkrechter Einheitsvektor, der in 
die positive Richtung weist. (Positiv ist wieder die Richtung, welche bei Durch- 
Jaufen des Wegs im positiven Sinn nach links weist). Wir versuchen, die 
Funktion f(s) in das den Weg J” enthaltende Gebiet analytisch fortzusetzen. 
Da f(s) nicht regular zu sein braucht, ist dies nicht immer moglich. Von 
Wichtigkeit sind hier jedoch gerade die Falle, in denen diese Méglichkeit be- 
steht. Dann kann naémlich f als Grenzwert einer analytischen Funktion 7 
angesehen und mittelst derselben dargestellt werden. 

Es sei F’(z) eine auf der ganzen Ebene definierte analytische Funktion, welche 
in einem benachbarten Gebiet links von / regular ist und welche bei senk- 
rechter Annaherung an J" aus diesem Gebiet die Werte f annimmt. Also 


(48a) f(s) =: lim F'(¢ + ne), e>0. 


E0 


Oder es sei 7"(2) eine solche analytische Funktion, welche in einem Gebiet 
rechts von J’ regular ist und bei senkrechter Annaherung an /' aus diesem Gebiet 
die Werte f(s) annimmt. Also 


(480) f(s) = lim F’(¢— ne), 22201 


20 


f(s) stellt hiermit die Grenzwerte einer analytischen Funktion dar. Dann 
bezeichnen wir f als Spektrum und schreiben hierfithr <f(¢)>. Wir bemerken, 
da8 die Gleichungen (48a) und (485) jeweils zwei Gleichungen fiir die reelle 
und imaginàre Komponente bedingen, da ja f(s) als Komplexe GròBfe gegeben 
sein soll. 

Mit der Einfùhrung des Spektrums ordnen wir also der analytischen Funk- 
tion F(z) eine in Bezug auf den Weg J’ definierte Gròfe <lim F(¢-+-me)> zu. 
Eine solche GròBe wird allgemein als Funktional bezeichnet. Der Wert des 
Funktionals an der Stelie È ist hier also gleich dem Grenzwert, welchen die 
Funktion F(z) in € annimmt. Die mit solechen Funktionalen auszufilhrenden 
Operationen unterliegen aber andern Gesetzen als sie fiir Funktionen gelten. 

Die Definition ist eindeutig: Wenn iberhaupt eine analytische Funktion 
existiert, deren Grenzwerte auf J" gleich f(s), werden, so ist dies auch die einzige. 
Erfiillen 2 nicht identische Funktionen die Bedingungen (48) und ist eine von 
jhnen analytisch, so kann die andere nicht analytisch sein. 
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Es kann notwendig werden, J’ in Hinzelintervalle zu zerlegen und <f(f)> 
einmal durch eine Funktion F’(z) rechts und anderswo durch eine Funktion 
F'(z) links darzustellen. Im Folgenden schreiben wir einfach 
(486) <f(£)) = <lim F(C + ne)), 


E->0 
wobei F(z) die analytische Funktion ist, welche auf J’ die Grenzwerte f(s) 


annimmt; hierbei sind die Grenzwerte rechts oder links zu nehmen, je nachdem 
die Funktion rechts oder links analytisch ist. 


b) Die Ableitung ist langs der Linie J definiert. Bei ihrer Definition wird 
man verlangen, dat 


1) die Abgeleitete selbst als Spektrum darstellbar ist, das heiBt also 
durch die Grenzwerte einer analytischen Funktion G(z), welche lings J’ re- 
gular ist, und 


2) fir auf J” selbst regulàre analytische Funktionen die neue Defi- 
nition aui die ibliche zurickfallt. 


Beide Bedingungen sind erfillt, wenn wir setzen 
D to} 9. 


dF (z 
(49a) ca ==", 
(49b) az‘ 7 dim F(é +ne)> = Suo G(¢. + ne)), 
Wenn die Funktion one ) auf J’ regular ist, so wird lim F(¢+ne) = F(C) 
und lim G(¢-+-ne) = G(f). Fiir die Werte der Ableitung gilt dann also 
(49¢) d/d¢ lim F(¢ + ne) = dF(C)/df = GC). 


c) Integral. — in entsprechender Weise wird man auf die Definition des. 
unbestimmten Integrals gefùhrt (Fig. 6a): 


ope Fos 


Fig. 6a. — Integrationsweg. Fig. 6b. 


4 
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(50a) | dim P(E + ne)) dî = dim H(z, + ne)» , 
È E>0 60 
(508) E + ne) = [arcyac = [re + ne)dl . 
r+ eae 


Hierbei ist 2) ein Punkt auf /" und /* der Weg, welcher aus /’ entsteht, wenn 
man alle seine Punkte um die Strecke e senkrecht zu J” verschiebt. 

Fir auf der Kurve J" regulare analytische Funktionen ist der durch Gl. (50) 
definierte Ausdruck identisch mit dem auf tibliche Weise brechneten Integral- 
wert. Es sei etwa f(z) eine Funktion, die in einem /' und J/™ enthaltenden 
Gebiet regular ist. Dann existiert auch [ Fe) de zwischen den Punkten A 

È 


und D (vergl. Fig. 6b) und nach dem Cauchy’schen Satz ist fiir den geschlos- 
senen Wee ABCDA, $F(z)dz = 0. Wenn man nun den Abstand der Kurven 
I’ und /* beliebig klein nimmt, werden auch die Beitrige der Integrale AB 
und CD beliebig klein, und in der Grenze wird lim | F(z) de = [#(@) de. 

r r 


d) Zerlegung in Komponenten. Reelle Funktionen. — Man kann ein kom- 
plexes Spektrum in seine Komponenten zerlegen: 


(51) dim FY = <lim 7) +- i<lim F,». 


Die obigen Gleichungen zerfallen dann jeweils in 2 simultane Gleichungen fiir 
die Komponenten. Man kann diese Komponentengleichungen auch gesondert 
betrachten und erhalt hiermit Beziehungen fir reelle oder rein imaginare 
Spektra. Da man tiber die Kenntnis der analytischen Funktion verfùgt, welcher 
diese Spektra zugeordnet sind — diese war hier ja der Ausgangspunkt — 
treten keine Unbestimmtheiten aut. 

Anders ist es, wenn man eine aut der Kurve vorgegebene reelle oder rein 
imaginàre Funktion als Spektrum deuten will. Hierzu muf eine analytische 
Funktion existieren, deren Real- oder Imaginarteil bei senktrechter Anniherung 
an J’ in der Grenze die vorgegebenen Werte annimmt. Dieses Problem ist 
ohne Zusatzannahmen nicht eindeutig lòsbar. 

Rine Funktion g(z) kann einen auf /" verschwindenden Realteil haben, so 
daB also (fiir € auf J’) lim gi(6+ne).= 0 ist. Dies ergibt ein « Nullspektrum » 
das man einem einmal gefundenen Ausdruck /,(¢--ne) zufiigen kònnte, ohne 
die Definitionsgleichung zu verletzen. Der Wert des Integrals aber, der ja 
vom Verhalten « seitlich » von J’ bestimmt wird, wo g, nicht mehr verschwindet,. 
kann eine Anderung erfahren. Oder es mag lim g(£+ ne) = 0 sein, auBer in 
einem isolierten Punkt é*, wo limg,(¢+ne) = co sei. Falls €* mt einer 
Unendlichkeitsstelle der vorgegebenen reellen GròBfe zusammenfalit, so kann 
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man wieder von einem « Nullspektrum » reden, denn es kann F,(€-++ne) zu- 
gefilgt werden, ohne daf sich die zugeh6rigen Grenzwerte andern (dieselben 
Uberlegungen lieBen sich natiirlich auch mit dem Imaginàrteil anstellen). 
Man wiirde in solchen Fallen Eindeutigkeit erhalten, wenn man die Definitions- 
gleichungen noch durch eine Zusatzbestimmung tiber den Wert des Integrals 
ergànzen wiirde, wie dies von Dirac im speziellen getan wurde. Man kann aber 
die Zusatzbedingungen auch in der Form des folgenden Postulates aussprechen: 
Bei der Bestimmung der komplexen Funktion F(z), deren Real- oder Imagi- 
narteil in der Grenze die auf J’ vorgegebenen reellen oder rein imaginàren 
Werte annehmen soll, sollen keine « Nullspektren » beriicksichtigt werden, 
auBer diese sind ausdricklich vorgegeben. An Stelle einer weiteren theore- 
tischen Diskussion soll der Sachverhalt nunmehr jedoch an Hand von Beispielen 
und Anwendungen ausgefilhrt werden. Es mag nur zugefilgt werden, daf die 
Unbestimmtheit auch durch die in Punkt 6 dieses Abschnittes erwahnte Ver- 
allgemeinerung des Formalismus behoben werden kann. 


3. — Spektra auf der imaginaren Achse (Frequenzachse). 


a) Allgemeines. — Im Hinblick auf das hier vorliegende Problem inte- 
ressiert speziell der tolgende Fall: 

Der Weg J ist identisch mit der imaginéren Achse (Frequenzachse). 

Die zur Darstellung der Spektra herangezegenen analytischen Funktionen 
sind links von der Achse, also auf der positiven Halbebene, aber mit AnschluB 
der Achse, regular und auf der reellen Achse reell. 

Bei mehrdeutigen Funktionen ist dann diejenige Bestimmung zu wahlen, 
welche auf der positiven reellen Achse reell wird. Verzweigungsschnitte miissen 
in die linke Halbebene (einschlieBlich der imaginàren Achse) gelegt werden. 

Fiir das durch eine solche Funktion dargestellte Spektrum schreiben wir 
dann 
(52) <lim F(B + iw)> = <lim F(A, w)> + i<lim F,(B, 0)». 

po B 


—>0 B-0 


Das Integral iber ein Intervall a-6 der Achse wird, wenn wieder 


(53a) Fe) =—~ ; 


(530) | cim F(B+iw)>do= dim |P + im)do) =— i Jim E(B+ iw)> 
cf ea) b>0 po a 


b 


und ftir die Komponenten 


b 
b 


(53c) <lim F,(6, 0)) do = Jim #,(f, w)> ; 
B>0 


B->0 la 
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a 


(53d) Jim F,(B, w)>dw = — lim E;(f, w)> ; 
B—0 B>0 


Entsprechende Formeln gelten auch fiir die Ableitungen. 


b) Funktionen, die auf der imagindren Achse regular sind. — Ist K(z) eine 
analytische Funktion, welche in der positiven Halbebene mit Einschlu8 der 
imaginàren Achse keine Singularitàten hat, so ist lim K(f im) = K(iw). Dif- 
ferentiation und Integration solcher Funktionen auf der Achse kònnen nach 
den iiblichen Regeln durchgefiihrt werden. Daher ist 


(54) {lim K(B + iw)) = K(iw). 
b>0 
c) Summe zweier Spektra. — Wenn die Singularitàten der Funktionen 


F(z) und H(z) nicht zusammenfallen, wird lim #+H= lim F+ lim H. Fir 
die Summe zweier Spektra, deren Singularitàten nicht zusammenfallen, gilt 
daher 


(55) dim F(6 + im) + H(p + iw)> = dim F(6 + iw)> + <lim H(6 + iw)>. 
B-+0 B0 B0 


Entsprechende Formeln gelten fiir die Komponenten. 


d) Produkt einer Funktion und eines Spektrums. — Wenn ce eine Konstante 
ist, so gilt offensichtlich 


(56) <lim ¢F (6 + iw)> = elim P(B + iw)>. 
B0 Bo 


Es sei nun weiterhin A(z) eine auch auf der Achse regulàre Funktion, deren 
Nullstellen nicht mit den Polen von F(z) zusammenfallen mògen. Dann wird 
unter Berticksichtigung von Gl. (54) 


(57a) <lim K(B+ iw) F(B+ iw)>=<K (io) lim F(B+ iw)>= K(iw)<lim F(B+ iw)). 
B-0 Boo Bo 


Man hat daher auch 


(57b) | #Goyctim F(B+iw)>dwo= Clim f (0) FB +iw)do>. 
po po 


a a 


e) Produkte zweier Spektra. — Es seien F(z) und H(z) zwei Funktionen, 
die beide auf der Achse Singularitàten besitzen m6dgen; diese sollen jedoch 


18 - Supplemento al Nuovo Cimento. 
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nicht zusammenfallen. Man kann dann die Achse in Intervalle einteilen, in 
denen abwechselnd die eine und die andere Funktion regular ist. In Intervallen, in 
denen H regular ist, wird lim HF = H lim F, und in Intervallen, in denen 
F regular ist, wird lim FH = Flim H. Daher wird 


H(iw) lim F(6 + io) H regular, 
B_>0 
58a A H Q = 
038) ni ere a aerate 
p—0 


Entsprechend wird man bei der Integration das Integrationsintervall in Einzel- 
intervalle einteilen und jeweils wie in Gl. (570) vorgehen. Hierfiir schreiben wir 


(580) dim H(f + iw) F(p + iw)> = dim H(f + iw)> dim 7(B+io)}. 
poo B0 


p-0 


Als Spezialfalle dieser Regeln bemerken wir, daB 


+m +M 
(59) fora Suna P;(B, 0))do = dim] est P,.(B, a) do , 
—M Mi 
+0 +o 
(60) i e lim FAB, )>do = dim i = F,(B, 0) do) . 


Das Integral ist wieder als Hauptwert zu verstehen. Hiermit wird in Gl. (60) 
gerade das Intervall, wo 1/(o— w) singular ist, ausgeschlossen und der Aus- 
druck kann als Produkt einer Funktion und eines Spektrums angesehen 
werden, 


f) Deltaausdriicke. — Die Funktion 1/(2 — ia) ist analytisch und in der 
positiven Halbebene mit AusschluB der imaginaéren Achse regular. Sie erfullt 
also die eingangs erwahnten Bedingungen und man kann ihr ein Spektrum 
zuordnen. Der Realteil ist F,(}, ©) = 6/[(@#— a)?+?]. Das zugehòrige Spek- 
trum ist 


(61a) det Gy a) = TA G ee) j 
wobei 
(615) Tee meee e O I, 


poo (0 — a)?+ pb? | co = e 


Ist K(z) eine auf der Achse im Intervall |a—1|>|©| regulàre Funktion, 
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so wird nach einem bekannten Satz von Weierstrass 


atl 
i B 
oy == pel e 
(61c) [xe TE eT (eee oF Choy = (i fa K(©) = dpi do 
a-l 


ink) 


Dieser Ausdruck hat also Eigenschaften, welche man ublicherweise in der 
Deltafunktion zusammenfaBt. Wir schreiben daher hier 


p 
li > 1 
(62) pa (Sia UH a 0(~— a) 


In ahnlicher Weise erhalt man auch die Ableitungen der Deltafunktion (17). 
Zur Hinfachheit schreiben wir in folgenden vielfach 


(63a) lim F(6 +iw) = Ft(iw) , 
p—0 
(630) lim F,(B, 0) = Fty(@) . 
Boo 2 2 
Da sich alle Grenzwerte auf 8 beziehen, Log wtf? arc tay, 
schreiben wir fiir lim unter Umstanden 
auch nur lim. +— 
4, — Diskussion spezieller Spektra. B w 
wee wpe 
Im Folgenden sollen Spektra dis- 
kutiert werden, welche einfachen analy- 
tischen Funktionen zugeordnet sind. 


in 


Die Rechnungen sind dabei, zumindest pe | ui 
im Anfang, ausftthrlicher wiedergegeben (w* B)? | (wp?) 
als an sich unbedingt notwendig ist; 
dies soll dem Zweck dienen, die Be- | 
deutung des neuen Formalismus deut- | | 
lich zum Ausdruck zu bringen. 

Die Funktion logz ist besonders Fig. 7. — Diskussion von In 2, 1/e, 1/z?. 


1 


(1?) Eine bequeme Zusammenstellung der Eigenschaften von Deltaausdriicken 
findet sich in B. VAN DER Por and H, BREMMER: Operational Calculus (Cambridge, 1950). 
Grundlegende neue Gesichtspunkte itber die Bedeutung der Deltafunktion verdankt 
man R. HospMann und 8. N. BaccHi: Zeits. f. Phys., 185, 550 (1953); 137, 1 (1954). 
Diese Autoren, die zum Teil auf einer Arbeit von P. P. EwALD: Proc. Phys. Soc. London, 
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wichtig, denn sie ergibt mit ihren Ableitungen die Deltaausdriicke. Es sei 
also (vgl. Fig. 7) 


(64a) F(z) = logz. 


Der Logarithmus ist eine vieldeutige Funktion. Wir wihlen den Hauptwert 
der Funktion, also die Bestimmung welche auf der positiven reellen Achse 
reell ist. Der Verzweigungsschnitt wird in die negative reelle Achse gelegt. 
Dann ist also F(z) eine auf der ganzen positiven Halbebene mit AusschluB 
der imaginàren Achse regulàre Funktion; auf der Achse selbst ist sie im Null- 
punkt singular. Indem man 2 =f + io einsetzt, erhalt man leicht 


(64D) F(B +i) = log VB?+ ow? + i arctg (0/9), B>0 
und hieraus das komplexe Spektrum 


(64c)  <lim log (8 + iw)> = <lim }log (6° + @*)> + idlim arctg (@/B)> . 
p0 B-0 


B-0 


Abgekirzt làBt sich dies schreiben 


(64d) dlogt (i0)) = <logt|@|> + Cl = ie 


lo] 


Die hier eingefithrten Funktionen log*@ und (©/ |w|)+ miissen auf Grund der 
Grenzwerte definiert werden. Ersichtlich mu8 sein 


(65a) logt (iw) = lim log (B + to), 
Bo 
log] 
(655) log+|co| = lim } log (0°+ B?) OO. 
B>0 \- co Of 0, 
9 1 > 0 
(65c) (0/|@|)t = = lim arctg (0/8) = 0 = 0 
is il o<0. 


Die letzte Funktion wird auch als sign © bezeichnet. Durch die Gleichungen (65) 
sind also die Werte des Spektrums in jedem Punkt definiert. Man darf aber 


52, 167 (1940), fussen, gehen zwar von physikalisch verschiedenen Gesichtspunkten 
aus, ihre Behandlung ist aber zumindest formal der unsrigen in vielem analog. 

In Weiterfiihrung der vorliegenden und friiheren Ausfiihrungen des Verf. (Ref. (9) 
gab H. PeLZER eine « Theorie der Deltafunktion im Komplexen » Brit. El. Res. Ass. 
Report L/T 332 (London, 1955). 
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nicht das Spektrum selbst diesen Grenzwerten gleichsetzen, da es eigenen 
Gesetzen unterliegt. 
Die Ableitung von Gl. (64a) ergibt 


(66a) JOG) == I 


Diese Funktion ist gleichfalls in der rechten Halbebene mit Ausschlu8 des 
Nullpunkts regular. Sie ergibt das komplexe Spektrum 


1 a va i x 
Sa Cima) = a VA ao 


oder abgekirzt geschrieben 


(66c) {(1/i0)*) = aKd(0)) — i<K(1/@)*) 
Hierbei ist definiert 

ti gl 
(67a) d(@) = ae a 04 Bi 
und 
(67) (19/0) dei 


n: 


Die Bedeutung von Gl. (67a) und das zugehérige Integral wurden bereits 
friiher besprochen. Fiir das Integral iiber (1/@)* folgt auf Grund der Integral- 
formel (53d) 


(67¢) [calorie = <logt|b/a|>. 


Wieder sind die Werte des Spektrums auf der ganzen imaginaren Achse durch 
die Gleichungen (67) definiert. Das Integral ist durch die Gl. (67c) und (645) 
definiert; seine Werte sind identisch denen, die man als Hauptwert erhalten 
wurde. 

Recht interessant erscheint, daB die « Deltafunktion » hier als Realteil 
eines komplexen Spektrums gefunden wird. Entsprechendes gilt naturlich auch 
fur ihre Ableitungen. 

Die zweite Ableitung gibt 


(68) P'(2) = — 1/2? 
und somit 


(69a) — <(1/iw)®+) = <(1/0?)*) — ix<d'(0)) . 
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Hierbei ist 


(69D) —20'(m) = lim es: 5 

RE o ne Joi O20 
(69c) (1/@?)+ = lim (0° + B?)? = a eS D0 
und 
(694) [calor rao =—<alay 


0 
Das Integral iber <(1/m)+> mit der unteren Grenze 0 divergiert nach 
Gl. (67c). Es gibt jedoch Spektra, die auBerhalb des Nullpunkts mit der 
Funktion 1/m ibereinstimmen und deren Integral konvergiert. Hierzu be- 
trachten wir etwa die Funktion 
(70a) F(z) = log e/z. 
Ist wieder F(z) = dH(z)/dz, so wird 


(70b) H(z) = 4 log?z. 


Hieraus ergibt sich 


i È B O) O) 
+ = 
(71a) Ff (o) = tim [ia + BD Z log ( w?+ B?) CE: na pa arets 5 
oder 
a eile) eee 

(710) 5 (1/[@|}t.=39g /® @ 

— 00 0065 
(710) E? (©) = lim arctg a og (w? + B) 
oder 


sue )log|o]  @>0 
(log w)* 10 
— (2/2) loglo| @<0. 


= 

Hi 

= 
Sa 


Da E7(0) verschwindet, existiert das Integral iiber (Ff) zwischen 0 und a 
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Nach Gl. (53c) wird dies 


(72) : falle = (log w)+> 
; w=a 

Der vorliegende Fall zeigt deutlich die Schwierigkeiten, welche bei dem 
Versuch auftreten, reelle Spektren eindeutig zu definieren. Wenn man an 
Stelle von (70a) den Ausdruck 
(log kz)/z einfihrt und gleichzeitig 
die Definition (71b) fur (1/|@|)+ 
betrachtet, so tritt auf der rech- 
ten Seite von (72) noch ein 
Term log k hinzu. Da k beliebig 
ist, kame man also zum Schlub, 
das Resultat sei nur bis auf eine 
beliebige Konstante bestimmt. 
Die Konstante stellt aber offenbar Fig. 8. — Schematische Darstellung der Grenz- 
das Integral iber einen 6-Term werte 1/|@"| und @/|@t1]. 
dar; als solches ist sie auf Grund 
unseres Zusatzpostulats nicht zu beriicksichtigen, da sie im urspriinglichen 
Spektrum (Gl. (715)) nicht ausdriicklich vorgegeben war. 

SchlieBlich betrachten wir noch fraktionelle Potenzen mit negativen Expo- 
nenten (vgl. Fig. 8): 


7 (3 et ( d en . i 7 
(73) JK) = Fe = Eg > 0, nicht ganzzahlig. 
Hier wird 
(74a) <(1/i@)"+) = | cos na/2 | <1/|@"|+)>— é| sin nz/2|<a/|@"t*|*> . 


Hierbei ist 


cos (n arctg w//) 


74b 1/|o"|+ = 
ta) Cei |cos nz/2 | ae (w@?+ B?)/? 
cos nz/2 1 
4 0 
=} |cos nz/2| |] eg 
| co (ay = Nie 

1 sin (n arctg w/f) 
z4C n+1)\+ < = 
(74c) (o/| o |) | sin nz /2 | im (0°+ MERE 

3 9 

sin nz/ 0) oo 


= } |sin nz/2| | 094] 
0 o=0. 
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In ahnlicher Weise wird der Ausdruck <(1/î@)"-1+) behandelt. Unter Be- 


nitzung der Gleichungen (53) folgt dann 


(75a) [callorroae = — <(@/|@"!)+> 


a 


| d 


a 


d 


(755) folle |)+> da = illo Da 


a 


SchlieBlich wird auch 
d 


(750) falle rdio = (om) 


0 


5. — Integration von Produktausdriicken. 


a) Produktausdricke. — Wir betrachten numehr Integrale der Form 


(76) <J) = fia, )) do . 


Hierbei sei f(a) der Real- oder Imaginàrteil einer analytischen Funktion, welche 
fir a<o<b keine Singularitàten besitzt und h(c) der Real- oder Imaginar- 
teil einer analytischen Funktion, welche im Punkt o = © des Intervalls singular 
wird. Nach dem Friiheren existiert dies Integral. Daher existiert auch der 
durch Unterteilung des Integrationsintervalls erhaltene Ausdruck 


(77) <J> = lim {Ja fe [fe a)<ht(a, w)>do. 


In den Intervallen a<o< (w—e) und (w+e)< a <5 ist ht(0, w) = hia, w) 
und fiir die Integration in diesen Intervallen kann man daher <h*(a, )> 
durch %(0, ©) ersetzen. Im Interval (0 —e)<o<(@©+e) entwickeln wir 
fic) = f(m) + (c— o)f'(@) + 4(6— o)?f'"(m) +... und erhalten somit 


(78) cr =a [{ fe ) Mo, w)do + 


+ fit) + (o—o)f'(m) + Ho—o)?f"(w) +]... <ht(a, 0)) do}. 


LINEARE SYSTEME 273 


Das Integral kann auch noch existieren, wenn © mit der oberen oder unteren 
Grenze zusammenfallt. 


b) Anwendungen. — Die oben angegebenen allgemeinen Formeln sollen 
nun auf einige der Spektra angewendet werden, welche wir friiher diskutiert 
haben. Wir betrachten also Produktausdriicke eines Spektrums und einer auf 
der imaginàren Achse regulàren reellen Funktion und berechnen die Werte J 
der zugehòrigen Integrale. 

Zunichst betrachten wir das durch Gl. (71a) und (710) definierte Spektrum 
1/|o— |)*>. Hiermit wird fir b>a>a 


(79a) fio ‘(1/|o— @|)+)do = lim{ uff + [}h da sla 


@m+e 


an = | (te + (o— )f (0) + ...] 


poo I 


aa pig ele ol “a uals 


@M-eé 


(a — ©) 


retg ~~ | do 
Torp |) 


Nun wird, wie man durch ausintegrieren sich leicht iberzeugt, 


+e 

(795) lim 8 a 5 log [(o — w)?+ p*]do = 0 

p0 pre 
und 

WY+e WY+e ) 

2 (o — w) RIE (o— ©)? 

79¢ imille ete @ me dg tn = -do =ne. 
| ) im | = ae ben (o— w)?+ 6? . 

_-E o- 


In der Grenze e = 0 verschwindet dieses Integral. Ebenso verschwinden alle 
Integrale, welche mit héheren Potenzen von (0 —@) multipliziert werden. 
Daher bleibt nur 


+e 


2 
(79d) lim — | f(a) 
poo I |o— @| 
@O—e 


+ do = f(w)(log a)* 


wobei log* o die durch Gl. (71d) definierte ungerade Funktion ist. Somit wird 
schlieBlich 
a 


jo— 0] 


(79) | f(a)<1||o— @|)*>do = lim { | a | | 0) + fle) (og 0) 
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In diesem Fall existiert das Integral auch noch fiir a= ©, da (log o)t fir 
o =0 verschwindet. Es ist also mit b> ©, 
Di 


Wir schreiben in dem Ausdruck fiir (log c)+ nicht allgemein o= e, im Hinblick 
auf die sonst nicht gewahrleistete Invarianz bei Koordinatentransformationen. 
Nach Gl. (71d) ist log+ 0 = 0. 

Weiter soll mit 9 >0 und a>0 der Wert des folgenden Integrals be- 
rechnet werden 


—>0 


b b a 
9p) | HeX(1/|o—e)}>do tim | {7 + flo) logo 


o 


+b =e + 
3 d 
(800) floy<Jory>ao = tim { [+ ff HONS + 
=a _@ +e 


+e 


+ tim | [#(0) + of'(0) +...) 


e 


o? — fb? 
EIA | 
(EE 


wobei <(1/0*)+) das durch Gl. (69c) definierte Spektrum ist. Nun ist 


FE 


; o? — fp? a: Bp? if 3 1 ; 
6) tm foto im ppt gm Ot 


E. 


+e 
e 


da der hier auftretende Logarithmus eine gerade Funktion ist. Dagegen ist 


+e 
: o?— pb? te 
80 1 ee, Gl SS 
a peo (4 Bay” RIGA 
Also wird schlieBlich 
+b GE +b d 
+e 
(80d) Jrersajor>aa = Lina {| J} f(o) == at 
e>0 o CA 
me — a +e 


Hier existiert jedoch das Integral nicht mehr fiir a = 0, da der Logarithmus 
hier fur o =0 divergiert. 

Man sieht, da®B die symmetrische Annaherung an den singularen Punkt 
wesentlich war, da sonst der Logarithmus nicht zum Verschwinden gebracht 
werden kénnte. Daher stellt die eingefiihrte Integraldefinition eine Verall- 
gemeinerung des Begriffs des Hauptwertes dar. 
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Wie eingangs erwahnt, geben die hier abgeleiteten Ausdriicke den Wert 
des Integrals an. Das Integral selbst stellt ein Spektrum dar. Um dieses zu 
erhalten, miBte das Verhalten ausfihrlicher diskutiert werden. Hiervon 
soll aber abgesehen werden. 

SchlieBlich betrachten wir noch fraktionàre Potenzen nach Gl. (74b). Bei 
Beschrankung auf Werte des Exponenten n so daB 1<n< 2, wird 

«| 


Auch diese Formel gilt mit der unteren Grenze a = 0. Hier wird, mit b> 0, 


[o] n—1 [o] 


(81a) frate: hac = tim|{ | È i LT tag 
a a +e 


8) | po)<(ajjor))*>ae = tim { (1 a] 


(n A itt jena 


c) Der « Endliche Bestandteil » eines unendlichen Integrals. - Von HADA- 
MARD (15) sind àhnliche Ausdrticke im Zusammenhang mit der Theorie linearer 
Differentialgleichungen behandelt worden. Dieser Autor fiithrt den endlichen 
Bestandteil des unendlichen Integrals 


(82) of A) =, l<n<2, a>0 
0 
ein als 
; de ; i dx 1 
ve) J4@ 3 tim {fe oe AO) ape: 
0 8 


Er diskutiert auch, wie diese Definition fiir andere Werte von n verallgemeinert 
werden kann. Diese Gleichung ist mit unserer Gl. (816) identisch. Der Hada- 
mard’sche Formalismus ist daher in manchem der hier entwickelten Theorie 


(18) J. Hapamarp: Lectures on Cauchy’s Problem in Linear Partial Differential 
Equations, 1923 (New York, 1952). Zusammenfassungen finden sich etwa bei G. 
Szecor: Partielle Differentialgleichungen der Physik (Leipzig und Berlin, 1930). W. 
GUETTINGER: Phys. Rev., 89, 1004 (1953). Eine ausfiihrliche Diskussion divergenter 
Integrale und zahlreiche weitere Literaturangaben finden sich auch in der Arbeit von 
F. J. Bureau: Divergent Integrals and Partial Differential Equations. Communications 
on Pure and Applied Mathematics, 8, 143 (1955). Hiernach wurden solche Ausdriicke 
zuerst eingefithrt von A. CAUCHY: Oeuvres Completes, Ser. 2, vol. 6, p. 78-88. Weitere 
Ausfihrungen hierzu gab M. Riesz: Acta Math., 81, 1 (1949). 
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analog. HADAMARD erwahnt ibrigens auch die Méglichkeit einer Integral- 
definition durch Ausweichen in’s Komplexe. Dagegen scheint uns die Méglich- 
keit der Erfassung von Deltaausdriicken im Hadamard’schen Formalismus nicht 
enthalten zu sein. 


6. — Verallgemeinerungen. Grenzwerte von Funktionenfolgen. 


Bei den bisherigen Betrachtungen wurde senkrechte Annaàherung an die 
Grenzkurve vorausgesetzt. Der Grenzbegriff ist hierbei der des Grenzwertes in 
einem Punkt. Wenn man von wesentlichen Singularitàten absieht, konnte dem 
Ausdruck <f(¢)> in jedem Punkt der Kurve I’ eindeutig ein numerischer Wert 
zugeschrieben werden. Dies tràgt-zur Anschaulichkeit bei und zeigt den Zu- 
sammenhang mit Dirac’s Theorie, in der gleichfalls der Deltafunktion und 
anderen Pseudofunktionen tiberall numerische Werte zugeordnet werden. 
Wie aber schon die obige Erwahnung wesentlich singularer Stellen zeigte, làBt 
sich diese Auffassung nicht allgemein beibehalten. Dies ist aber auch nicht 
notwendig. Bei der Diskussion des Plemelj’schen Satzes (Gl. (10) und (11)) 
wurde in keiner Weise Annaàherung langs einer Normalen vorausgesetzt; der 
Satz gilt allgemein fiir jede Art der Annàherung, soweit sie nicht bertihrend ist. 
Dasselbe gilt fiir die Definition von Integral und Differential. Diese berechnen 
sich aus dem Verhalten der Funktion innerhalb ihres Regularitàtsbereichs und 
sind damit unabhangig von der Art der Annàherung an die Grenzkurve. Wenn 
man also nunmehr die Forderung der senkrechten Annàherung fallen lait, 
ergibt sich eine wesentliche Verallgemeinerung des Formalismus. Auch we- 
sentlich singulàre Stellen kénnen zugelassen werden. Die eindeutige Angabe 
bestimmter numerischer Werte in jedem Punkt der Grenzkurve ist nicht 
mehr moglich, 

Als Bespiel betrachten wir den zu <(1/im)t> = 2<d(m)> — iK(1/@)*) geho- 
renden Ausdruck 1/(8+i@) = £/(f*+ w?) — iw/(B?+ @*). AuBerhalb des Null- 
punktes sind die Grenzwerte unabhangig von der Art der Annaherung. Aber 
fiir w = 0 ergeben sich fiir den Realteil der Grenzwert co und fiir den Imaginar- 
teil die Grenzwerte co, 0, — co, je nachdem man sich «von oben» (aus dem 
lsten Quadranten), senkrecht (langs der reellen Achse), oder «von unten » 
(aus dem 4ten Quadranten) dem Nullpunkt nàhert. Ahnlich ergeben sich fiir 
den zu <6'(m)> gehérenden Ausdruck 28@/(f*+@?)®? in w= 0 die Grenzwerte 
co, 0, — co, wahrend man auf erhalb des Nullpunkts stets den Wert 0 erhalt. 
Dies ist befriedigender als die friihere Auffassung, nach der <0'(w)> ein Null- 
spektrum war. 

Mit der Verallgemeinerung des Formalismus bleiben alle friheren Rech- 
nungen gùltig; Einschrànkung kònnen nur diejeniegen Integrale erfahren, bei 
denen das Ende des Integrationsintervalls ein singulàrer Punkt war. Gl (48) 
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wird numehr konsequent 


(48d) Ho). = <lim F(z)> 


Z>Z0 


geschrieben, wobei 2, auf der Kurve J’ liegt. Der analytischen Funktion F(z) 
wird hiermit in Bezug auf die Kurve J’ das Spektrum <f(20))p zugeordnet; 
dies kann nicht mehr durch numerische Werte charakterisiert werden. Der 
«lim » bedeutet also Grenzwert einer Funktionenfolge in Bezug auf eine Kurve, 
im Sinn von L. ScHwARTZ, nicht Konvergenz in einem Punkt. 

Bei der Definition von Summe und Produkt wurde vorausgesetz, dal die 
Singularitàten der beiden Spektra nicht zusammenfallen. Eine wesentliche 
Verallgemeinerung des Formalismus ergibt sich, wenn man diese Einschrankung 
fallen 1aBt. Hieraus sollen einige Beispiele gegeben werden. Ausgehend von 


<(1/@)*) = <lim @/(0*+ B)> 
definieren wir 
‘(1/0*)Y)®? = dim [w/(@?-+ B?) > 


und ahnlich 


n°d(0))® = <lim [B/(w@? + B?)}?> . 


Ublicherweise wird angenommen, daf die Ausdriicke der linken Seiten nicht 
existieren. Anwendung unseres Formalismus ergibt in der Tat, daB sie nicht 
integrierbar sind. Doch folgt hieraus nicht, daB sie von jeder Anwendung 
auszuschlieBen sind. Summen oder Produkte kénnen gedeutet werden. Wir 
betrachten etwa Gl. (69c). Wenn Zerlegung in zwei Terme erlaubt ist, so 
wird hieraus 


<(1/o)*>? — m3¢0(@)>* = <(1/w*)*) . 
Aus Gl. (69b) fiir 6’ erhàlt man in ahnlicher Weise 
2¢(1/@)*><d(@)> = — <8"(@)> . 


Hiermit hat man die auf der linken Seite stehenden Summen und Produkte 
gedeutet und auf Grund frither definierter Ausdriicke dargestellt. 
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C) REAKTANZSYSTEME. TRANSFORMATIONSFORMEL 


VI. — Reaktanzsysteme. 


1. — Allgemeine Diskussion der Reaktanzsysteme. 


a) Die Grundgleichungen. — Unter Benutzung des Begriffs der Spektra 
kénnen die Gleichungen (47) und (8a) nunmehr in die symbolische Schreib- 
weise gebracht werden. Somit wird 


+1; y's ci + do :/WP+ 
(840) Plim) = 0-1 («atto 2 + ict), 
(849) ci) = È [<P (0) eta + 0401), 
(840) PH (10) = [lim em Dae. (0) 
Und + 

i Il Va do 
(85a) Pilo) = 0-1 [Rie 
IT (O nt 53) 
n 

(850) <P (0) = Im (lim to) 


(*) Gl. (84c) stellt offensichtlich eine Verallgemeinerung von (8a) dar. Statt sie 
abzuleiten, zeigen wir, dass die 3 Gleichungen (84) ein konsistentes System bilden. 
Einsetzen von (84b) in (84c) und Ausschreiben ergibt 


+0 


Rapes Za i n > 
(84d) F+(iw) for Ne exp [— (iw + B)z] {: F (0,8) e do + Cd(r) 7 6 


Vertauschung der Integrationsfolge und Ausintegrieren des sich ergebenden Integrals 
gibt 


+0 
4 . 1 [ £,(0,8) do 


_ o 


Und hieraus folgt durch Ausfilbrung des Grenzprozesses schlieBlich wieder (84a). 
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Hierbei haben wir bereits von der im letzten Kapitel eingefiihrten Schreib- 
weise fiir die Deltafunktion Gebrauch gemacht. 

Diese Gleichungen sollen nunmehr in ihrer Anwendung auf reine Reaktanz- 
systeme betrachtet werden. Dies sind Systeme mit diskreten und/oder konti- 
nuierlich verteilten Parametern, welche nur aus unged&ampften Oszillatoren 
aufgebaut sind. Ein ohmscher Parallel- bzw. Serienwiderstand wird zuge- 
lassen. Die Singularitàten von Y(z) und daher auch von F(z) liegen aus- 
schlieBlich auf der imaginàren Achse. Es folgt, daB die Charakterisierung durch 
das Spektrum der Eigenfrequenzen der Oszillatoren physikalisch sinnvoll ist. 
Die Diskussion kniipft im wesentlichen an Gl. (85) an. Ihre Aufgabe ist die 
Untersuchung der auftretenden Singularitàten und deren Zuordnung zu be- 
stimmten physikalischen Systemen. In dieser Weise erhéilt man eine Klassi- 
fizierung der Reaktanzsysteme. Daneben ist die Bestimmung der Kapazitàts- 
konstanten C zu erwàhnen. 

Die Singularitàten kònnen Pole und Verzweigungspunkte sein. Wir be- 
ginnen mit der Besprechung der Pole; sofern diese auBerhalb des Nullpunkts 
liegen, miissen es Pole erster Art sein, wahrend im Nullpunkt die Funktion 
F(z) entweder keinen oder einen Pol zweiter Ordnung hat. Zur Untersuchung 
unterteilen wir also das Gesamtintervall in Einzelintervalle, in denen jeweils 
eine Singularitàt zu liegen kommt, und in die Zwischenintervalle ohne Singu- 
laritàt. Kenntnis des Wertes von F} erlaubt dann die Ausfihrung der In- 
tegrationen. 


b) Pol im Unendlichen. Parallelkapazitaten fiir impulsive Systeme. — Im- 
pulsive Systeme sind nach Gl. (5a) und (6a) durch das Auftreten der Parallel- 
kapazitàt C, charakterisiert, die mit einem Pol von F(z) im Unendlichen ver- 
knipft ist. Hieraus und aus Gl. (12) ergibt sich 


(86) C, =lim Y(z)/z. 


2-20 


c) Parallelwiderstand. — Wenn Y(z) einen additiven Term 1/R enthalt, 
so wird hierftir nach Gl. (85) 


(87) (Fi (0) = — <(1/w)*>/R . 


Einsetzten in Gl. (84b) bestatigt, daB wegen 


eo 


(88) = [<ajor*> sin otdo = 1 


0 


tatsichlich auch i(t) =1/R wird. 
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d) Pol im Nullpunkt. Parallelinduktivitàt. - Wenn’ Y(z) einen Pol im. 
Nullpunkt besitzt, so kann man hier entwickeln (Gl. (6a)) 


(89a) Y(z) = A,/z + y(2) , 


wobei y(z) nunmehr im Nullpunkt regular ist. Die Symmetriebedingungen 
verlangen, daf A, reell ist. Der Term A,/z muf dann der Parallelinduktivitàt 
L, entsprechen, deren Wechselstromadmittanz ja gleich 1/iwZ, ist. Also ist 


(89d) Aly SAP 
Gl. (85) ergibt dann 
(90) {FY (0)) = AtKd'(0)) — K(1/0)*}Ky*(0)}, 


wobei die Bedeutung des Produktes ja in den Gl. (58) erlàutert wurde. Gl. (90) 
enthalt also wegen des Poles im Nullpunkt einen 6’-Term. Einsetzen dieses 
in Gl. (845) ergibt unter Bericksichtigung der bekannten Eigenschaften 
von d'(@) 


(91) a(t) =— af sin otdo = Ay sin ot|s=0=t/Lo; 


also den Strom durch eine Einzelspule bei Anlegen einer Spannung vom Wert 
Hins. 


e) Pole auperhalb des Nullpunkts. Ungedimpfte Resonatoren und verlust- 
lose endliche Systeme mit kontinwierlich verteilten Parametern. — Ein ungedàampfter 
Resonator (Schwingungskreis) der Eigenfrequenz @,, Kapazitat CO, und In- 
duktivitat L,, ergibt ein Polpaar auf der imaginàren Achse. Wie man leicht 
sieht, wird 


(92) Y(z) =— iz L a E =|, 

mit 

(93a) An 07 

(935) Op = nC 

Also wird nach Gl. (66) 

(94) <F}(o)> = — A,n6(@ — on) — 6(@ + @,)> . 


Eine allgemeinere Funktion Y(z), welche an den Stellen 2 = + im, Pole hat, 
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laBt sich in deren Umgebung entwickeln. In 2 =+ iw, wird etwa 


(95) Ye) = rp/(@— ton) + Me), 
wobei h(z) nunmehr in #, endlich ist. r, ist das Residuum der Funktion. Ein 
Vergleich der Gleichungen (95) und (92) zeigt, daB hieraus ; 


(96a) LIZA 


folgt. Um r, selbst aus Y(z) zu bestimmen, multipliziert man in bekannter 
Weise Y(z) mit (¢—z,) und geht zum Grenzwert fiir 2 = 2, des Ausdrucks 
(@— 2) ¥(z) = (e—2n)/[1/Y(z)] ttber. Man hat also 


2— 2, 1 


1/Y(2) (d/dz)(1/Y()) | =z, ea. 


(96D) r, = lim 
Die Gleichungen (96) ergeben also die Amplituden der Deltafunktionen fiir 
das Spektrum (94). i 

Man kann in derselben Weise auch die Amplitude fiir den Pol im Ursprung 
erhalten. Ein Vergleich von Gl. (89) und (90) zeigt, daB 


(97a) dev 


ist, wobei 7, nunmehr das Residuum der Funktion im Nullpunkt ist. Hiermit 
làBt sich Gl. (965) also erginzen durch 
= | 
(d/d2)(1/Y(2)) | 2-0 


(978) To 


Pole erster Ordnung sind die héchsten Singularitàten, die Y(z) auf der 
imaginaren Achse besitzen kann. Dasselbe gilt fiir F(z), abgesehen von dem 
Pol 2ter Ordnung im Nullpunkt. Reaktanzsysteme, welche aus einer end- 
lichen Zahl verlustloser Kondensatoren und Spulen aufgebaut sind, ergeben | 
eine endliche Zahl von Polen auf der imaginiren Achse. Man kann aber auch 
Admittanzfunktionen erhalten, welche eine unendliche Zahl von Polpaaren 
aufweisen. Sie gehòren zu endlichen Reaktanzsystemen mit kontinuierlich 
verteilten Parametern. Als Beispiel sei die homogene verlustlose Telegraphen- 
leitung von endlicher Lange (mit offenem oder kurzgeschlossenem fernen Ende) 
erwahnt. Sie stellt ein resonanzfàhiges System dar; Absorption findet nur iù 
den Resonanzfrequenzen statt. Resonanz kommt durch Reflexion von Strom- 
und Spannungsimpulsen am fernen Ende zustande. Die Zahl der moglichen 
Reflexionen und damit auch die der Resonanzstellen, und daher auch der 


19 - Supplemento al Nuovo Cimento. 
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Polpaare, ist aber unendlich. Das Spektrum ist also diskontinuierlich, mit 
einer unendlichen Zahl von Linien. 

Die allgemeine Form des Spektrums ftir ein solches System wird also durch 
eine Uberlagerung von Ausdriicken der Form (90) und (94) gegeben 


+m è 
(98) Fi(0) = —lim So TAnd(0 — @n) + tAd' (0) . 


MD 


Einsetzen in Gl. (84a) ergiebt fiir die zugehorige #-Funktion 


+M 


(99a) F+(im)= C— (1/L*)*— lim Di 


n#0 
-M 


A,,(1/(@ — @n)*) — 


+L 


— inlim Ddnxo An 0(@ — Wn) + 1A, O(a) - 
-M 

Diese Gleichung enthalt die sogenannte Mittag-Leffler-sche Reihe (!*) welche 
schon vielfach bei der Behandlung von Problemen ahnlicher Art als Ausgangs- 
punkt der Darstellung gewahlt wurde. Hier erscheint sie als Spezialfall der 
allgemeineren Integralausdriicke (84). Ublicherweise wird sie in einer Form 
geschrieben, welche unter Bentitzung der auch in den Gln. (98) und (99) gel- 
tenden Beziehungen 


(990) A =" = A; 
(99c) On = — d-n 
lautet 
7 +M jl Il 
(100) G(w) = G(0) + lim YA, (- se =) 4 
MO ly OT dr On 


Unsere Darstellung unterscheidet sich von der tblichen vor allem dadurch, 
daB in Gl. (99) die Summe iiber die Deltafunktionen auftritt, wobei zu jeder 
Resonanzstelle eine solche Funktion geh6rt. In der Resonanz tritt Absorption 
auf, die dem System zugefilhrte Energie schaukelt sich immer mehr auf. Im 
eingeschwungenen Zustand, also nach unendlich langer Zeit, ist die zugefiihrte 


(19) Vergleiche hierzu E. C. TITcHMARSH: Theory of Functions (Oxford, 1939), S. 110. 
K. Knopp: Punktionentheorie II (Berlin, 1949), S. 34 ff. Anwendungen dieser Reihe 
auf ahnliche Probleme finden sich auBer in den Arbeiten von Wigner [Ref. (°)] etwa. 
bei M. K. Zinn: Bell Technical Journal, 31, 378 (1952). Fir einen einzelnen unge- 
dampften Oszillator wurde ein Ausdruck der Form (99) ausfiihrlich diskutiert von 
H. PeLzer: British Electrical Research Association, Technical Report L/T 280, (1952) 
« Initial Conditions in Fourier Expansions » im Zusammenhang mit einem in der Theorie 
der Dielektrika auftretenden Problem. Die Einfiihrung von Deltatermen in der 
Admittanzfunktion reiner Reaktanzsysteme wurde auch von E. A. GurLLEMIN durchge- 
fuhrt: Proc. Nat. Electronic Conf. (U.S.A.), 9, 513 (1954). 
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Energie unendlich grof geworden, dies kommt in der Deltafunktion zum Aus- 
druck. Falls man natiirlich genauer untersuchen will, was im Resonanzpunkt 
vor sich geht, ist diese Betrachtungsweise ungeniigend. Man darf dann eben 
gar nicht nur den eingeschwungenen Zustand betrachten, sondern muB auf 
Grund des Superpositionsprinzips die Antwortfunktion (Strom) berechnen, 
welche durch Anlegen einer sinusférmigen Kraftfunktion (Spannung) im Zeit- 
punkt ¢=0 erzeugt wird. 


f) Verzweigungspunkte. Kettenleiter. — Strukturen, welche sich verhalten 
wie Systeme, die aus einer unendlich groBen Anzahl verlustfreier Spulen und 
Kondensatoren bestehen, lassen sich als Kettenleiter verwirklichen. Sie haben 
bekanntlich die Eigenschaften von Filtern, besitzen also bestimmte DurchlaB- 
und Sperrbereiche. Im Sperrbereich wird die primar zugefiihrte Energie durch 
Reflexion wieder der Energiequelle zuriickgefiihrt; im DurchlaBbereich findet, 
primarseitig gesehen, Absorption statt, weil die zugefiihrte Energie teilweise 
in’s Unendliche (praktisch in den charakteristischen Abschlu8widerstand) 
abflieBt. 

Die in den kanonischen Schaltungen zur Darstellung herangezogenen Sy- 
steme sind sind selbst verlustlos, Absorption findet nur in den Resonanzstellen 
statt. Jede Absorption mu8 also durch eine Resonanzerscheinung gedeutet 
werden. Der Aufbau eines kanonischen Systems, das innerhalb eines endlichen 
Bereiches (nicht nur in einem Punkt) Absorption zeigen soll, mu8 also so be- 
schaffen sein, daB Resonanz in einem endlichen Bereich auftreten kann. 
Hierzu geniggen aber nicht mehr einzelne diskrete Resonatoren, man benòtigt 
eine kontinuierliche Verteilung von solehen. Dann wird eine angelegte Kraft 
(Spannung) der Frequenz zwischen © und @+d stets Resonatoren vorfinden, 
deren Eigenfrequenzen im selben Frequenzbereich liegen und die daher Re- 
sonanz und damit Absorption zeigen. Dabei wird nunmehr die Amplitude 
nicht mehr wie im Fall der diskreten Systeme unendlich, sondern sie bleibt 
endlich. Vorher mufte man eine endliche Energie in einem unendlich engen 
Frequenzintervall darstellen, hierzu brauchte man eine unendliche Amplitude. 
Nunmehr verfigt man tiber ein endliches Intervall, kommt also mit endlichen 
Amplituden aus. 

Die Kettenleiter zeigen, wenn sie als Filter Verwendung finden sollen, nicht 
auf der ganzen Frequenzachse Absorption, sondern nur innerhalb begrenzter 
Intervalle. Nur innerhalb dieser Intervalle darf also das Spektrum der Higen- 
frequenzen von Null verschieden sein, auBerhalb muf es verschwinden (ab- 
gesehen von eventuellen diskreten Punkten, welche Hinzelresonatoren ent- 
sprechen kònnen). Der Wert der Verteilungsfunktion andert sich also an den 
Grenzen der absorbierenden Intervalle sprunghaft; innerhalb der Intervalle 
ist die Funktion kontinuierlich, auferhalb Null. Mathematisch bedeutet 
dies, daB das Spektrum durch eine Funktion mit Verzweigungspunkten ge- 
geben ist. 
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g) Absorbierende Systeme. — Systeme schlieBlich, die aus verlustbehafteten 
Elementen und Widerstànden bestehen, zeigen auf der ganzen Frequenzachse 
Absorption. Ihre Spektra asind also auf der imaginàren Achse regulàr. 


2. — Anwendungen, 


Die vorstehenden Formeln sollen nun in einigen einfachen und charakte- 
ristischen Fallen zur Anwendung gebracht werden. Hierzu betrachten wir 
zunàchst einfache Filter, und weiterhin eine verlustlose Linie. 


a) Filter. — Die Struktur eines Kettenleiters aus lauter gleichen Ele- 
menten zeigt Fig. 9. Bei der mathematischen Behandlung ist es hier iblich, 
stets von der Impedanz auszugehen, diesem Brauch 

<< od | wollen wir folgen. Man erhalt dann das Spektrum 


des:zugehòrigen kanonischen Seriensystems. Dies wird 
zum Unterschied gegen das des Parallelsystems 
Fig. 9. — Kettenleiter. mit F, bezeichnet, die zugehérige Funktion mit 

F(z). Fir TiefpaB- und HochpaBFilter sind die 
einzelnen Zweige Z, und Z, jeweils nur aus einem einzigen Element gebildet, 
und zwar ist beim TiefpaB im Zweig 1 eine Spule und in 2 ein Kondensator, 
im Hochpa8 umgekehrt. Somit wird also fir das Tiefpaffilter 


(101a) ETÀ Zy(2) = 1/20 
und fir das Hochpaffilter 
(1010) Za Zy(2) = 2L. 


Die Gleichung fiir die Eingangsimpedanz des unendlichen homogenen Ketten- 
leiters, oder eines-solchen der mit der charakteristischen Impedanz abgeschlossen 
ist, wird (?°) 


(102) Z@a)=VZ+4AZ,Z/2. 


Der DurchlaB- und damit Absorptionsbereich des TiefpaBfilters liegt zwi- 
schen 0 und einer Grenzfrequenz w,, der des HochpaBfilters zwischen der 
Grenzfrequenz ©, und co. Die zugehérigen Spektra werden also jeweils nur 
zwischen 0 und ©, bzw. @, und co von Null verschiedenen sein; ©, und ©, 


(20) Fir diese und dhnliche Formeln verweisen wir etwa auf N. W. Mc LACHLAN: 
Complex Variable and Operational Calculus with Technical Applications (Cambridge, 
1939). Complex Variable Theory and Transform Calculus (Cambridge, 1953). 
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stellen die Verzweigungspunkte dar. Die Impedanz wird wegen der Existenz 
von Verzweigungspunkten eine mehrdeutige Funktion, die Bestimmung ist so 
zu wahlen, daf sie auf der reellen Achse reell wird. Eindeutigkeit wird 
erreicht, wenn man setzt 


(103) lim Z(iw + B) = Z( exp [iz/2]) , o> 0. 


B—>0 


Hiermit wird 


(L/2) \/4 [LC + (w exp [in/2])? fiir TiefpaB, 


(104) lim Z(iw + f) = 
if | (1/20)V4LC + (1/@ exp [ix/2])? fiir HochpaB . 


Die Kritischen Frequenzen werden 


(105a) ot = 4/LO, 
(1050) DIE ALC 


Wenn Z= Z, + 7Z,, so wird also: 


beim Tiefpaffilter Zi, — 05 wenn w? >i, 
beim HochpaBfilter Z,=0, wenn w?<@,. 
Ein kontinuerliches Spektrum liegt vor, wo Z, #0 ist. AuBerdem gibt es 


aber noch die Einzelelemente. Der TiefpaB hat eine Einzelinduktivitàt in 
Serie, welche nach Gl. (60) 


(106a) I, = lim Z(z)/z = L/2 


wird. Der HochpaB hat eine Einzelkapazitàt in Serie, nàmlich 


(1065) 1/C, = lim Z(2)/e = 1/20. 


ZO 


Also wird fiir das Tiefpa8filter 


(107a) (Fi (0)) = Fe (1/0)*)(L/2)V4/LO— 0? 0 <0? < a8 
0 0? < 0" = Co; 


und fir das HochpaBfilter 


‘ ie * a<òd'(@))/2C 003 
(LOTO) BO) er —(1/0)(1/20)V4LC— 1/0? wi< w? < 00. 
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In GI. (1075) braucht 1/@ nicht als Spektrum geschrieben werden, da die Sin- 
gularitàt auBerhalb des Intervalls liegt (Fig. 10). 


b) Die endliche Telegraphenlinie. — Die Eingangsadmittanz Y(z) einer 
verlustlosen homogenen Leitung der Linge 1, welche am fernen Ende kurz- 
geschlossen ist und deren Induktivitàt und Kapazitat pro cm L und C betragen, 
ist (Vergl. Ref. (?°)) 


(1084) Y(2) =V G/L Ctgh %e, Ae TV he 


f — 


Auf der imaginàren Achse wird 


cos Aw 
i sin Aw ‘ 


(108b) Y(iw) = VO/L 


Man sieht hieraus, daB die Funktion Pole fur 
sin Aw = 0 hat, also in 


(109) os n ganzzahlig. 


» 


Ferner wird 


1 
TS iComi Fe. 


Also wird nach Gl. (960) 


(111a) 7p = Cosh? Zi@n/lL = cos? na/lL = 1 


Fig. 10. — Spektra von Ket- 
tenleitern: a) TiefpaBfilter; 


b) Hochpaffilter. (1115) Ago. ii, Sa 


und daher 


Die Gl. (97) und (896) ergeben ferner 


(112) A, =% = 1/IL. 


Hiermit wird schlieBlich 


e 


+0 

(113) Fi (0) = 20'(o) IL ei d(0— @n)/0,1L 
und 

(1142) i(t) See | t 


cib a UD 
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Mittels dieser Formeln wird die durch eine transzendente Fnuktion beschriebene 
Linie modellmafig als ein Parallelsystem von unendlich vielen ungedampften 
Oszillatoren beschrieben (?*). 

Als Anwendung von Gl. (84c) zeigen wir, wie aus (114) das Spektrum selbst 
zurickgewonnen werden kann. Einsetzen in (84c) ergibt 


co 


(114b) Jew (tw 4 Dai 


0 


exp [t@,t] — exp = 10 ,T | ta 
io, lL iL 


ate 1(@ — Wy) p— i(@ =u f?— w?— 2iwp 
Onl |B?+ (0— On)? B?+ (@—@rn)?  " LL(BF + w*)? 


Die imaginare Komponente ergibt in der Grenze 6 >0 den Wert von 5p 


IT 
o,LL 


(114e) Fi (@) = [d(0 — np) — 0(@ +.@n)] +7 O(a). 


Wie bei HosEMANN und Baaccutr kann also die Fouriertransformation mittels 
eines Grenzprozesses invertiert werden, ohne daf man zu rein formalen Pro- 
‘ zessen gezwungen ist. Das Gesamtspektrum ergibt sich nach Summierung 
iiber alle n. 


VII. — Transformationsformel der Spektra. 


4. Admittanzspektrum und Impedanzspektrum. Die Transformation. 


Die bisherigen Uberlegungen bezogen sich mit wenigen Ausnahmen auf 
Admittanzfunktionen. Es wurde jedoch verschiedentlich erwahnt, daB ent- 
sprechende Beziehungen auch im AnschluB an Impedanzfunktionen abge- 
leitet werden kénnen. Hierzu fihrt man die Funktion 


(115) F(z) = F,(z) + iF (2), 


(21) Das vorstehende Beipsie] wurde bereits 1952 vom Verf. in einem Vortrag wdhrend 
des Symposiums iiber moderne Forschungsmethoden in der Physik in Rio de Janeiro 
behandelt. Eine Zusammenfassung findet sich in den « Abstracts» des Symposiums, 
Rio de Janeiro 1952, und eine ausfihrliche Mitteilung in « Symposium on New Research 
Techniques in Physics », Rio de Janeiro 1954. Auch S. A. SCHELKUNOFF: Proc. Inst. 
Radio Engr., 32, 83 (1944). 
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welche auch schon in den Gl. (107) benutzt wurde, ein. Sie ist definiert als 
(116) F(z) = Za). 


Das zugehòrige Spektrum wird 


È Wh Z(B + iw)\ 
(117) (Fi ( (0)) = Im ae se 4 


Wir bezeichnen nunmehr <7; («)> als Admittanzspektrum und ai (w)> als Im- 
pedanzspektrum. Physikalisch gibt CEs >» das Spektrum der Eigenfrequenzen 
des kanonischen Seriensystems, welches zur modellmaàBigen Darstellung der 
Impedanzfunktionen herangezogen wird. 

Dasselbe physikalische System ‘kann gleicherweise durch die Admittanz 
Y(z) oder durch die Impedanz Z(z) beschrieben werden. Da F, mit Y und F, 
mit Z eindeutig verkniipft sind, folgt auch, daB die Beschreibung durch Ad- 
mittanz- und Impedanzspektra gleichwertig ist. Das System kann also sowohl 
durch eine kanonische Parallelschaltung wie durch eine kanonische Serien- 
schaltung aus physikalisch realisierbaren Elementen nachgebildet werden. 
Beide Darstellungen sind einander aquivalent und kénnen ineinander tiber- 
gefiihrt werden. Der Dualismus der Theorie bedingt somit, wie zwischen Y 
und Z und zwischen i und v, auch eine eineindeutige Beziehung zwischen 
F}> und Pe ». Es existiert also eine allgemeine Transformationsgleichung 
welche die beiden Spektra und damit auch die beiden kanonischen Modelle 
ineinander iberfthrt. 

Da zwischen Y(z) und Z(z) die Beziehung Y-Z = 1 besteht, wird 


— ik dl 
(118) FO) = 37: 


Durch Zerlegung in Real- und Imaginarteil erhalt man 


wey 1 i, (t= 8) Bulbs @) 
(119) <Fr(@)> = se: ia 2)? F2(B, wo) + Fi, ©) = 
2Ba F(B, ©) >) 
(@*-+B*)? FRB, @) + FB, @) "i } 


Die Aufgabe besteht nunmehr darin, diese Formel so umzuformen, daf sie 
nur noch F7(w) enthàlt. Hierzu gehen wir vor wie friher, wir zerlegen das 
Integrationsintervall in verschiedene Finzelintervalle und berechnen die 
Werte des Klammerausdruckes jeweils fiir diese Hinzelintervalle getrennt. 
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2. — Diskussion der Transformation. 


a) Verzweigungspunkte. Die Transformation fiir kontinuierliche Spektra. — 
Gleichung (118) zeigt, daB die Verzweigungspunkte von F(z) auch die von F(z) 
sind; jedoch werden aus Nullstellen Unendlichkeitsstellen und umgekehrt. 
Es wurde friiher gezeigt, daB die Gebiete, in denen ein Spektrum kontinuier- 
lich ist, durch die Verzweigungspunkte begrenzt wird. Hierdurch ergibt sich 
sofort, da8 die Gebiete kontinuierlicher Spektra in F und F zusammenfallen. 
Ein Intervall kontinuierlicher Absorption auf der Admittanzseite deckt sich mit 
einem ebensolchen auf der Impedanzseite. Ist andererseits in einem Intervall 
FY (@) = 0, so verschwindet im selben Intervall auch #7 (©). (Vgl. hierzu auch 
J. MEIXNER, (22)). 

In allen regularen Punkten ist F*+(iw) = F(iw). Hieraus folgt dann aus 
Gl. (119) mit Ausnahme des Nullpunktes (der eben auch kein kontinuierlicher 
Punkt von F(z) ist), Verschwinden des 2ten Summanden; im ersten Summanden 
kann der GrenzprozeB gleichfalls ausgefiihrt werden. Ersetzt man noch F,() 
durch seinen sich aus Gl. (85a) ergebenden Wert, so folgt die Transformations- 
gleichung fiir kontinuierliche Spektra bzw. fiir solche Gebiete, in denen das. 
Admittanzspektrum kontinuierlich und von Null verschieden ist: 


F(a) /o? 


(120) Fi(o) = wo A~0. 


eo 


VE ; 
(0-1[P ao + into) 


Ul G=@ 


- o 


Wir bemerken, daB wir eine entsprechende Formel fiir die gedàmpften Systeme 
der klassischen Nachwirkungstheorie schon friher erhalten haben (23). Diese 
Formel ist auch bereits verschiedentlich bei der Diskussion grundsatzlicher und 
praktischer Probleme herangezogen worden (22). J. MEIXNER (?°) gab eine Ab- 
leitung auf Grund der Theorie der Kettenbriiche. 


b) Nullstellen und Pole auferhalb des Ursprungs. — Gleichung (118) zeigt 
sofort, daB ein Pol von F(z) eine Nullstelle von F(z) ergibt. In einem Pol von 
F(z) wird F;() durch einen Deltaterm dargestellt. Man sieht also, daB eine 
Linie im Admittanzspektrum eine Nullstelle im Impendanzspektrum ergibt. 
Dieser Fall bedarf keiner weiteren Diskussion. Es folgt hieraus jedoch umge- 


(22) J. MEIXNER: Kolloid-Zeits., 134, 1 (1953); F. BucutHAL and E. KAISER: Dan. 
Biol. Medd., 23, 7, (1953) Kopenhagen); B. Gross: Mathematical Structure of Theories 
of Visco-elasticity (Paris, 1953). 

(23) B. Gross: Journ. Appl. Phys., 18, 212 (1947); 19, 257 (1948); B. Gross and 
H. PeLZER: Journ. Appl. Phys., 22, 1035 (1951). 
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kehrt, daB jede Nullstelle von F(z) einen Pol von F(z) liefert, und hiermit 
einen Deltaterm im Impedanzspektrum. Die Berechnung der zugehòrigen 
Amplitude benòtigt daher eine spezielle Untersuchung. 

Wir betrachten zunàchst das Verhalten von F(z) in der Umgebung einer 
Nullstelle ©, auf der Achse (die jedoch nicht auf einen Verzweigungspunkt 
fallen darf). Es sei also F(i@,) = 90. Im Punkt #, laBt sich F(z) entwickeln. 
Wegen der Symmetriebedingungen kònnen Nullstellen nur in Paaren auftreten 
(auBerhalb des Ursprungs). Somit wird in einer hinreichend kleinen Umgebung 
VON Wn 


(121) F(z) = ae? +02) + f(z) - 


f(z) enthalt nur Terme 2ter und héherer Ordnung in (¢—i@,); @ muB reell 
sein, damit die Funktion fir w = 0 reell ist. Dann wird fiir eine einfache 
Nullstelle, 


dF .(@) 


(122) F,@,) =9, Fn) = 0, a 
dw |a 


Die Bedingung [dF,/d0],-3, =0 ergibt sich aus der Forderung, daB fur 
= 0 die Beziehung F,() <0 gilt; F.(0) darf also auBerhalb des Nullpunkts 
sein Vorzeichen nicht andern. Nullstellen auBerhalb des Ursprungs sind also 
Minima von F,, wo dieses die Achse beruhrt. 

Zur Berechnung von Gl. (119) entwickeln wir nunmehr F(z) an der Stelle 
2—io,. Allgemein ist bis auf Glieder 2ter und hòherer Ordnung 


- OF1,3(P, On) 


(1234) Fy 2(B, ©) = Fip(@n) + È — PO) +. 


| 
BB el tw ln 


gu rechnen. 
Beriicksichtigt man Gl. (122) und macht von den Cauchy-Riemann’schen Dif- 
ferentialgleichungen 


oF, 9 

(1290) loc dp 
PIO; yr 

do Op clos 


Gebrauch, so wird bis auf Glieder héherer Ordnung 


df, 
dai E coo 


(1240) F,(B, ©) = (w— @n) 


dF, 


dw, 


(124) Pi po 
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Hierbei bedeutet, wie tiblich d/,/d@, = (dP, (w)/do),-5, « Einsetzen in Gl. (119) 
gibt nunmehr wieder bis auf Glieder 2ter Ordnung 


1 B 


(125) % E(B, ©) ua, o 


Geht man nunmehr zur Grenze iber, so wird der Beitrag der Nullstellen 


(126) Fi (wo) = — > Azn{ 6(o — w,) — d(0+%)}. 


Hierbei ist die Amplitude A, gegeben durch 


dF, (@) 
do 


(127a) 1/A, = @ 


n 


On 


und eingesetzt 


(127b) Wl oF 
dw [x o — 


— o 


= 


a [ tor ac} 


n 


Die Differentiation kann unter dem Integralzeichen ausgefiihrt werden (4). 


Damit ergibt sich 
+ o 


(1276) ae a 1 [ (d/do)< Fy (a)> 
Z jon = WM, pe eda. > ni 


-_ 


do |. 


Fir den Fall, daB 7, durch eine Summe von Deltatermen gegeben ist, kann 
man die Aquivalenz von (1275) und (127c) durch Einsetzem leicht direkt be- 
statigen. 

Die ©, sind die von Null verschiedenen simultanen Wurzeln der Gleichungen 
(122) 


(1280) F,(0) = 0 
und 
eS È 
(1285) i | OCS 0, 


IT (O¥ == 9) 


_ 0 


Das nach Gl. (120) berechnete Spektrum ist also durch den Ausdruck (126) 
zu erganzen, wenn das Admittanzspektrum in seinem Regularitàtsbereich Null- 
stellen aufweist, wenn also F',(m) = 0 wird. 


(24) B. Gross: An. Acad. Brasil. Ci., 13, 163 (1941). 
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Gl, (118) zeigt, daB mehrfache Nullstellen von F(z) hòhere Pole von F(z) 
ergeben. Es wurde bereits friuher erwahnt, daB im vorliegenden Fall solche auBer- 
halb des Ursprungs nicht auftreten konnen und aus diesem Grund beschranken 
wir uns hier auf die Diskussion der einfachen Pole. Wir wollen aber bemerken, 
da8 man die hier eingefiihrte Methode auch im Allgemeinen -verwenden kann. 
Hierzu mu8 man beim Vorliegen mehrfacher Nullstellen wie oben entwickeln, 
darf aber nicht mehr mit den Gliedern erster Ordnung abbrechen, 
sondern mu8 auch solche héherer Ordnung hinzunehmen. Man findet dann, 
da eine zweifache Nullstelle im Punkt. @, im allgemeinen einen Term 
A 5(@ —@p) +Bd'(0— n) liefert; hierbei kann aber A auch Null werden. 
Die Rechnung wird natirlich umstandlicher. Wir werden spiter jedoch ahn- 
liche Verhaltnisse bei der Diskussion reiner Relaxationssysteme zu bertick- 
sichtigen haben. 


c) Verhalten im Nullpunkt. Serienkapazitàt. — Es bleibt noch die Auf” 
gabe, die Werte der Einzelparameter zu bestimmen. Wie Gl. (6b) zeigt, be 
stimmt sich der Wert der Serienkapazitat C aus dem Verhalten im Ursprung: 
Hier kann F ja einen Pol zweiter Ordnung haben. i 

Daher machen wir hier von Gl. (57) Gebrauch, wobei wir freilich beachten 
miissen, daB 1/F(z) im Ursprung auch verschwinden kann. Zunàchst wird dann 
aus Gl. (119) in der Umgebung des Ursprungs fir Spa 

È a A 5 F,(®) 7 F,(@) 
129) Fi =— Ue 7) + Fio)? Fe) + Fo) 
Im ersten Summanden làBt sich wie vorher F,(w) durch F;(@) ausdriicken. 
Bei der Berechnung mu man nur beachten, daB hierbei (1/w?)+:-@ = (1/0) 
zu setzen ist; der Faktor von 20'(a) ergibt die Serienkapazitàt, und zwar 
wird dann 
(130) Pun ee) 
GC FO) + F2(0) 


Beachtet man noch, daB wegen der Symmetriebedingungen F,(0) = 0 ist, so 
wird schlieBlich C = F,(0), also 


(131) G= 0-2 [aa 1 LAO. 


Die Serienkapazitat fallt weg, wenn 1/ C= co ist. Dies ist der Fall, wenn 
F(©) einen Term 2d'(@)/L enthalt, im Einklang mit Tabelle I. 


3: d) Verhalten im Unendlichen. Serieninduktivitàt. - Im Unendlichen wird 
F(z) =L. Aus Gl. (118) ergibt sich dann fir 2 =10 


(132) L=—lim 
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Nun kann man fiir lim w?F,(im) schreiben 
d-> 0 


Mm 
DI 
(133) - lim @?F,(i@) = lim {oro— ge STAI, do | | 
Wo do M->cwo IT o? — w? 
0 


Hieraus sieht man zunachst, dab 
(134a) 15 =) ue COP Satie 


wieder in Einklang mit Tabelle I. Vertauschen der Grenzprozesse in Gl. (133) 
ergibt dann 


= 1 
(1340) 1/L =— 1 [ a<#i(o)>da ie C=O). 


_ o 


e) Zusammenfassung. — Hiermit ist die allgemeine Diskussion der Trans- 
formationsgleichung beendet. Das Resultat ist in den Gleichungen (120), (126), 
(127), (128), (131) und (134) zusammengefaBt. 

Fir alle Punkte des Regularitàtsbereichs von F}(©) gilt Gleichung (120). 
Hierdurch werden kontinuierliche Spektra ineinander ibergefihrt. 

Regulàre Nullstellen von F7(@) auBerhalb des Ursprungs ergeben zu- 
satzliche Linien in F{(w) nach Gleichung (126). Die Amplituden folgen aus 
Gl. (127) und die Lage auf der Frequenzachse aus Gl. (128). 

Das Verhalten im Nullpunkt bestimmt den Wert der Serienkapazitàt. 
Diese berechnet sich aus Gl. (131). Das Verhalten im Unendlichen bestimmt 
den Wert der Serieninduktivitàt. Diese berechnet sich aus Gl. (134). 

Verzweigungspunkte behalten ihre Lage auf der Frequenzachse bei, sie werden 
also ineinander iibergefiihrt. Die Diskussion des Verhaltens in ihrer Umgebung 
und die Ausfiihrung der entsprechenden Integrationen muf im wesentlichen 
auf Grund der in Gleichungen (76) bis (78) entwickelten Methode geschehen. 


3. — Die Transformation fiir verlustlose Systeme 
Als Anwendung untersuchen wir den Spezialfall eines nur aus Spulen und 


Kondensatoren aufgebauten verlustlosen Systems. Beide Spektra miissen also 
Linienspektra sein. Das Admittanzspektrum hat nach Gl. (98) die Form 


(135) FF} (@) = And’ (w) — Re — On) — 0(@ + @n)]. 
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Die Parallelkapazitàt soll verschwinden, also C = 0. Dagegen soll die Pa- 
rallelinduktivitàt vorhanden sein, also Ao = 1/Lo. Wir bezeichnen die Higen- 
frequenzen des Seriensystems wieder mit w,. Sie bestimmen sich nach Gl. (128) 
als die Wurzeln der Gleichung 


Cae 


(136) Io) = >| li ‘d(o — @n)— d(0 + 0)d— def Lao (0 


Auswertung ergibt fiir die ©, die Gleichung 


(137) P.(0) = DI ee do 


Dt An O— On 


Wegen A,#9 wird 1/C, =9. Dagegen ist L,40. Einsetzen von Gl. (135) 
in Gl. (134b) und Hinfiihrung von Ao = = 1/L, und A, = 1/20,L, ergibt 


+ 0 + 0 
(380) = caz Di ‘do — Wn) — d(0 + ©n)}) do -/7 <6'(a)>do . 
Wegen a dla 
+ 
(1380) Jocotenra =—1 
wird is 
(139) TT == > Ui 
n=0 


Die Amplituden A, werden nach Gl. (127) durch Differentiation aus F,(w) 
gewonnen. Hiernach erhalt man aus Gl. (137) 

al 2A 40,0% 
(140) dae E a 


Ao On = [2 — w?}? 


Hiermit kann nunmehr auch die Umrechnung der Parameter des Seriensystems 
in die des Parallelsystems vorgenommen werden (25), Man hat ja 


(141) REA, a SAN i, 

(1415) A, = 1/Lo ’ A, = LO, 5 
ARRE E 

(1410) A, = sy a i Le 


(25) Es wurde frither gezeigt, daf diese Gleichungen sich auch aus der Theorie der 
Deltafunktionen ergeben. B. Gross and H. PELZER: Proc. Roy. Soc., A 210, 434 (1951); 
B. Gross: Zeits. Naturf., 6a, 676 (1951). 
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VIII. - SchluBbemerkung. 


Die bisherigen Betrachtungen kénnen noch keinen Anspruch auf Voll- 
stàndigkeit erheben, sie kénnen aber weiter ausgebaut werden. Es wurden im 
wesentlichen nur solche Systeme betrachtet, deren Impedanzfunktion auf der 
imaginaéren Achse keine héheren Singularitàten als Pole erster Ordnung und 
Verzweigungspunkte besitzt. Physikalisch bedeutet dies, daB die Differential- 
gleichung der Elementarsysteme, welche zur Darstellung herangezogen wurden, 
héchstens eine Gleichung 2ter Ordnung ist. Der Formalismus bleibt aber auch 
noch gultig, wenn die Elementarsysteme durch Differentialgleichungen hoherer 
Ordnung beschrieben werden, also etwa Resonatoren mit Strahlungsdàmpfung 
sind. Dann kònnen auf der imaginàren Achse auch Pole 2ter und héherer 
Ordnung auftreten. Die Theorie der Spektra wurde bereits im Hinblick auf 
diese Moéglichkeit entwickelt. Die Behandlung der Transformationsgleichung 
der Spektra muf aber nunmehr unter Einbeziehung hòherer Glieder erganzt 
werden. Zu bemerken ist noch, daf rein formal eine Differentialgleichung 
héherer Ordnung ja stets in solche niedrigerer Ordnung zerlegt werden kann. 
Hierbei ist dann aber nicht mehr gewahrleistet, daB diese Oszillatoren ent- 
sprechen, welche aus positiven Elementen gebildet sind. 

Innerhalb der Giiltigkeitsgrenzen der Arbeit, also bei der Beschrankung 
auf 3-Parametersysteme wurde gezeigt, daB sich alle Systeme, also auch solche 
die aus verlustbehafteten Elementen bestehen, durch eine kontinuierliche oder 
diskontinuierliche Verteilung ungedimpfter Resonatoren darstellen lassen. 
Diese Darstellung, modellmaBig betrachtet, ist sinnvoll fiir reine Reaktanz- 
systeme, deren Singularitàten ausschlieBlich auf der Frequenzachse liegen. 
Angewendet auf Systeme, welche verlustbehaftete Elemente enthalten, wird 
sie aber méglicherweise recht kompliziert. Schon ein einzelner gedampfter 
Oszillator bendtigt ja zu seiner Darstellung eine sich iber die ganze Achse 
erstreckende kontinuierliche Verteilung. Man wird hierdurch dazu gefiihrt, 
die Darstellung nicht mehr ausschlieBlich auf die imaginàre Achse zu be- 
ziehen und den Integrationsweg ftir das Cauchyintegral auf die linke Halb- 
ebene auszudehnen, bis man auf Singularitàten der Impedanzfunktion stoBt. 
Hiermit 148t sich erreichen, daB das Spektrum eines gedampften Resonators 
wieder durch eine Deltafunktion gegeben wird. Bei Systemen, die aperiodich 
gedàmpft sind oder ùberhaupt nicht schwingungsfahig sind, liegen die Singu- 
laritàten ausschlieBlich auf der negativen reellen Achse. Der Integrationsweg 
kann dann bis auf die negative reelle Achse deformiert werden und aus dem 
Fourierintegral wird ein Laplaceintegral. Man hat den Fall reiner Relaxations- 
systeme. Periodische Oszillatoren mit konstanter Dampfung ergeben Singu- 
laritàten auf einer Parallele zur imaginàren Achse. Sofern man die Bedingung, 
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das Spektrum stets auf die Frequenzachse zu beziehen, fallen laBt, wird also 
die mathematische Darstellung, vor allem der Ausdruck fir das Spektrum, 
vereinfacht. Aber leider geht die 

i Ke Moglichkeit der Realisierung unter 


5 Umstinden verloren. Man kann 
2 Relosgtenssorana » È È 5 
Se: È egenregune, nàmlich nicht mehr allgemein 
ELS. co Reine n x * 

e[è € 7 Relakalionssysteme nachweisen, dai die verlustbeha- 
3|S È / fteten kanonischen Systeme, die 
sli man erhalt, sich stets mit po- 
e} € sitiven Elementen aufbauen las- 


È 8 sen. Manchmal treten auch ne- 

Fig. 11. - Lage der Singularititen fiir charakte- gative Parameter auf, die keine 

ristische Systeme: a) Reaktanzsysteme 5) Re- physikalische Realitàt besitzen. 

laxationssysteme. Es gibt aber wichtige Falle, in 

denen man mit positiven Ele- 

menten auskommt (2¢), Daher soll eine systematische Behandlung in einer 

weiteren Arbeit erfolgen. Die Grundlagen hierzu wurden bereits frither (Ref. (°)) 
gegeben (Fig. 11). 


Der Verfasser ist Herrn Dr. H. PELZER, von der « British Electrical Re- 
search Association, London », sowie den Herren Prof. Dr. W. BADER und E. 
Furs von der Technischen Hochschule, Stuttgart, fiir zahlreiche Diskussionen 
und férdernde Kritik sehr zu Dank verbunden. Ebenso gebithrt sein Dank 
dem Generaldirektor des Instituts, Herrn Dr. SyLvio FROES ABREU. Die 
Arbeit wurde durch Mittel des Brasilianischen Nationalen Forschungsrates _ 
unterstiitzt. Hierfiir sprechen wir unseren Dank aus. 


(26) Vergleiche hierzu M. K. Zrnn (1°) und F. M. Reza: Journ. Appl. Phys., 26, 
279 (1954). 
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Introduction. 
1. — Program and Summary. 


One of the most important problems of the classical theory of fields is to 
deduce, from the field equations, the equations of motion of the particles that 
are the sources of the field. In the case of electrodynamics this problem has 
been investigated for fifty years. 

ABRAHAM was the first to suggest the idea that the mass of the electron 
is entirely of electromagnetic nature, in the sense that, according to Maxwell’s 
theory, a moving electron produces an electromagnetic field whose energy 
(and momentum) can be identified wtith the energy (and momentum) of the 
electron itself. 

Abraham’s theory, based on a model of rigid and spherical electron, proved 
unsatisfactory and was therefore abandoned. 

Another theory, proposed by LoRENTZ, had a greater success. In it the 
electron was supposed to be spherical when at rest but, during its motion, 
contracted in the direction of its velocity by a factor 1/V1— B? where B=v/e 
and v is the velocity of the electron. 

However also this theory was not completely satisfactory, chiefly because 
it cannot be put easily into a relativistically invariant form: this point will 
be discussed in sect. 2. 

These difficulties suggested to I. FRENKEL the opportunity of considering 
the electron as a point particle, in spite of the fact that this assumption intro- 
duces into the theory (at least at first sight) some mathematical divergencies 
without any physical meaning. 

An attempt to avoid these new difficulties, without altering in an essential 
way Maxwell’s electrodynamics, has been made recently by Dirac, and de- 
veloped by others (for instance ELIEZER). The theory of Dirac avoids the 
divergencies but it is not completely satisfactory. 

For instance the equation of motion of the electron contains third order 
derivatives of the electron coordinates and consequently the motion of the 
particle is not determined when we know its initial position and velocity. 
Furthermore in some problems the solutions of this equation correspond, 
whatever the choice of the constants of integration, to motion of the electron 
contrary to physical sense (run-away solutions). 

In this paper, in order to formulate a more satisfactory classical theory of 
the electron, we have started from the consideration that many theoretical 
physicists (HEISENBERG, MARCH, LANDÉ, SNYDER, FLINT, BORN, etc.) to over- 
come other difficulties in the theory of elementary particles, have already 
stressed the necessity of introducing a new universal constant, «the funda- 
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mental length » independent of h and ¢ and whose order of magnitude is the 
so called «classical radius » of the electron (sect. 3). Following such an idea 
we succeed in deducing, for the motion of the electron, a new relativistically 
invariant equation, that is not any longer a differential equation, but a finite 
differences equation: in it appears a « fundamental time» whose value is 
To = (4/3)(e?/m,c*) (sect. 4). 

It is of interest to observe that also quantum mechanical arguments seem 
to suggest the need of introducing such a fundamental time (sect. 5). The 
study of the finite difference equation, and its integration in various problems, 
shows that it is free from the difficulties of the previous theories (sect. 6, tie 

The equation we found for the motion of the electron generally admits, 
besides the solutions describing the macroscopical motions determined by the 
forces acting on the particle, also periodical solutions correspondent to «in- 
ternal» motions of the electron: the existence of the anomalous magnetic 
moment of the electron can be attributed to these motions (sect. 8). Further- 
more the dynamics of the electron as described by our theory can be put, 
when we neglect radiation losses, in the Lagrangian formalism, if we make 
a suitable generalisation of certain methods given by OsTROGRADSKI and by 
Pars and UHLENBECK. In this way we obtain interesting similarities with the 
so called polar-dipolar models of the electron (HOLN, LUBANSKI, MATHISON, 
WEYSSENHOFF, etc.) and with models that are generalizations of these (Bopp) 
(sect. 9). 

We get also consistent and significant results for the radiation of our moving 
electron (sect. 10). In addition it is possible to write the equation of the po- 
siton, represented in the space time with a world line directed backwards in 
time (sect. 11). 

From the electrodynamical point of view it is interesting to remark that 
the equation we found turns out to be (in the non relativistic approximation) 
identical with an equation already proposed by PAGE, by Boum and WEIN- 
STEIN and by ELIEZER, on the basis of a particular model of an extended 
electron (sect. 12). 

Furthermore we examine the possibility of a more general connection 
between our model of electron and the theory of the electromagnetic field. 
In other words we show, following a method due to RzEwuUSsKI, that the 
relativistic equations of motion of our electron have some analogy with the 
equations of motion we can deduce from an electromagnetic field with a 
suitable, relativistically invariant, extended source of the type considered in 
non local field theories (sect. 18, 14). 

In this formulation the relation between electron and positon turnes out 
to be further clarified, and in this order of ideas it is possible to give a simple 
classical explanation of pair production (sect. 15). 

Summarizing, the theory developed in this paper seems to give a satis- 
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factory classical equation for the motion of the electron: it may perhaps 
constitute a good starting point for an analogous quantum theory in which 
the existence of particles with mass greater than that of the electron (for 
instance y-meson) might probably be explained by means of the existence 
of excited states in the internal motions of the particle. 


Equations of Motion. 


9. — Difficulties in the classical theories of electron. 


In his theory LORENTZ (*) represented the electron as a sphere contractile 
in the direction of its velocity; he calculated the reaction force starting from 
Liénard and Wieckert potentials, and arrived at an equation of motion 
that in non relativistic approximation reads 


dv 
Ler i 
where 
Zanes 
m3 Ret 


with R the radius of the electron at rest, and where 


Qiez dea 
Ro agg nt o 
is the self force. 

Note that the coefficients of the powers of R contain higher order deriva- 
tives of v and furthermore their form would change if we assumed a diffe- 
rent model of electron. 

It is essential that in the limit R —0, corresponding to a point electron, 
only the first term of the right hand side contributes. However in this limit m, 
is infinite. This result is obviously absurd. 

Furthermore from the point of view of the electromagnetic field theory 
we observe that, starting from the energy momentum tensor 7; of the field, 
we can obtain the energy and the momentum of the moving electron: 


(1) H. A. LORENTZ: The Theory of Electrons (Leipzig, 1916). 
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Connected with the expressions of G and U there are two serious difficulties. 
The first is that the relation m,=(4/3)(U,/c?) is in contradiction to the principle 
of the equivalence between a mass m, and an energy U,, which requires 
m, = U,/c?. The second is that G and U,/e do not behave as a four vector 
while the momentum and the energy of a particle do. 

To avoid the difficulties of this theory Dirac (?), starting from Maxwell’s 
equations, evaluates the flux of the energy-momentum vector through a small 
tube, having a radius e< È, surrounding the world line of the electron, and 
obtains the following equation: 

d 


Un 
—=F,+ kx (U2U, = =); 


(1) Mol ds 


where the finite rest mass m, is the difference 


of two terms that become infinite for e +0, and where 


e 2 e? (du, | Ugg d°ug 
Pa = Fastin; R= 3 > (Ge ce? a) 


are the four-vectors representing the external force and the reaction respect- 
ively. Equation (1) in non relativistic approximation becomes 


dv 26? dy 
oe Mai io 
which shows that the reaction is equal to (2/3)(e2/e*)(d?v/dt?), ie. the same 
expression as in the Lorentz’s theory for a point electron. 

The biggest difficulty we meet in adopting equations of the type (1) and (2) 
is connected with the fact that their general integrals contain more than two 
arbitrary constants, since the equations contain second order derivatives of 
the velocity. For certain values of these arbitrary constants these equations 
give solutions in disagreement with the experimental evidence (run-away 
solutions). To avoid this inconvenient several authors (*) have given rules 


(2) P. A. M. Dirac: Proc. Roy. Soc., A 167, 148 (1938); Ann. Inst. Poincaré, 9, 
13 (1938). 

(3) M. ScHaònBERG: Phys. Rev., 76, 211 (1945); C. J. ELIEZER and A. W. MAIL- 
VAGANAM: Proc. Oamb. Phil. Soc., 44, 148 (1945); H. I. BHABHA: Phys. Rev., 70, 759 
(1946); P. CaLpIRoLa: Nuovo Cimento, 5, 99 (1948); A. LOINGER: Nuovo Cimento, 
6, 360 (1949). 
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for selecting physical from non physical solutions of the equations. But none 
of these rules is of general character. Moreover for some particular problems, 
e.g. the central collision of an electron against a proton of infinite mass, there 
are (4) solutions of (1) and (2) that are non physical for any value of the cons- 
tants of integration. s 

Modifications of the Dirac theory have been proposed by ELIEZER (°). 
They are based on the observation that we can assume, for the fields created 
by the electron in its motion, expressions more general than those given by 
the retarded potentials. Assuming a field tensor 


Sanh (ret) (ant) (ret) 
Pg = RUF? — Foo) + FE 


(with k constant), the following expression for the reaction force acting in the 
electron is obtained instead of (1): 


ek +1) ( 


d°u,  uzUp d°ug 
ds? ce? ds? | 


In many applications ELIEZER shows that, assuming 2k+1< 0, one can 
obtain satisfactory results even in the problem of the central collision of an 
electron on a proton. However there are cases, as Zin (5) has shown, in which 
the solutions of equations of motion are evidently non physical. 

The characteristics of Dirac’s theory remain therefore unaltered in the 
generalized theory of Eliezer. 

Let us finally note that the difficulty of the run-away solutions exists also 
in the present quantum electrodynamics, in the sense that for a non relati- 
vistic point electron the position operator of the particle satisfies (7) an equa- 
tion formally analogous to the 3rd order differential Dirac equation. 


3. — Considerations on the introduction of a fundamental length in the electron 
theory. 


In many branches of the physics of the elementary particles the need has 
been recognized of introducing with h and e another universal constant inde- 
pendent of h and e, for instance a fundamental lenght. 


) C. I. ELIEZER: Proc. Camb. Phil. Soc., 33, 173 (1943). 

(5) C. I. ELIRZER: Rev. Mod. Phys., 19, 147 (1947). 
) G. Zin: Nuovo Cimento, 6, 1 (1949). 

7) See: G. MoRPURGO: Nuovo Cimento, 9, 808 (1952); A. LOINGER: Nuovo Cimento 
1 
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Such a constant is necessary in the present field theory of elementary 
particles, in order to eliminate the divergence of certain integrals. 

HEISENBERG (8) was the first to consider seriously the introduction of 
an invariant elementary length 7, which, combined with h and c, could give 
the possibility of expressing every physical quantity as a function of such 
constants. 

Discussing various processes in which elementary particles are involved, 
he states that the constant 2 must be of the same order of magnitude of the 
classical radius of the electron: 


e2 
A2n = 


= — = 2.81-10° cm. 
Moe? 
The introduction of a fundamental length has been avocated also by 
Marcu (°). According to him the introduction of such a length is necessary 
because it is impossible to devise an ideal experiment that should enable us 
to distinguish two particles at rest if their distance is less than 4; in other 
words it is impossible to mesure the position of an elementary particle with 
a precision greater than A. 
_ Other points of view are due to LANDÉ (!°) and Born (!) and are based 
on the relation (called the « signal equation ») 


(¢ At)? — (Ar)? = A? 


formally similar to the Einstein equation: 


E\? 
(=) —p*? = mic’. 


It is obvious that in this way one puts a lower limit to the lengths we 
consider. 

More drastic considerations have been developed by SNYDER (!”) and by 
FLINT (12). They introduce a fundamental length as a consequence of an 
intrinsic quantization of the space time. 

According to SnyDER the coordinates must be considered as observables 
represented with not-commuting operators, satisfying commutation rules in 
which the new constant A appears. 


(8) W. HrisenBeRG: Ann. der Phys., 32, 20 (1938). 

(9) A. MARCH: Quantum Mechanics of Particles and Wave Fields (New York, 1951). 
(10) A, Lanp&: Journ. Franklin Inst., 229, 767 (1940). 

(11) M. Born: Rev. Mod. Phys., 21, 463 (1949). 

(2) H. S. SNYDER: Phys. Rev., 71, 38 (1947). 

(13) H. T. Fuinr: Phil. Mag., 7, 29 (1940); Phys. Rev., 74, 209 (1948). 
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Let us finally remember that another way for introducing the fundamental 
length is given by the so called non-local field theories (WATAGHIN, YUKAWA, 
MOLLER, RAYSKI, etc.) (24). 

The essential point in these theories consists in the introduction in the 
interaction Lagrangian of an expression of the type 


[fre a's ~ — x") j(a') A(a")da' da", 


instead of the usual term j(#)A(x), and that constitutes the so called non local 
interaction. The function F(#—a'; e— x"), called the form factor, being non 
dimensional must necessarily contain a fundamental length A; obvious phy- 
sical reasons impose that # should be practically different from zero only 
when |#—'| and |#—a"| are of the order of 4 or smaller. 

The formalism of the field theory with non local interaction avoids some 
typical difficulties connected with the assumption of point particles, without 
assuming for them a finite extension in the ordinary sense which would give 
troubles in the quantization. 

From the mathematical point of view the introduction of the constant 
by means of a non local interaction leads to integral instead of differential 
equations of motion. This circumstance gives some difficulties for instance 
when we try to express the conservation laws (of the four-current, of the energy- 
momentum) by means of equations similar to the continuity equation; further- 
more in non-local field theory it is difficult to obtain a causal interpretation. 


4. — Equation for the electron dynamics. 


We intend now to investigate whether the difficulties we meet in the 
present theory in establishing the fundamental equation of the dynamics of 
the radiating electron can be avoided with the introduction of a fundamental 
length. 

In this attempt we will first try to establish the new equation for the 
dynamics of the electron directly, that is without enquiring about its 
connection with the equations of the electromagnetic field. To this point we 
will come back later. 

Some authors have tried to substitute the ordinary differential equations 
of physics with finite differences equations. Among the various attempts 
- we shall remember that of DARLING (15) which seems to us particularly inte- 


(11) See the discussion on this subject in Proc. of the International Conference of 
Theoretical Physics (Kyoto and Tokyo, 1953), pp. 1-40. 
(15) B. T. DARLING: Phys. Rev., 80, 460 (1950). 
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resting. His fundamental idea is that the elementary particles do not have 
an individual existence but are manifestations of a material process whose 
aspects are the creation, the continuous existence, the destruction of particles. 

This process requires the existence of an elementary «volume» in 
space-time. 

In this way DARLING succeeds in writing the wave equations of the fields 
as finite differences equations. 

The theory of Darling and also its development by DARLING and ZILsEL (1°) 
is in some respect artificial and not above criticism; therefore it is not easy 
to say what is the effective contribution that this formalism has given in 
superating the difficulties in the theory of the elementary particles. 

On account of the complexity of the subject we think it is more convenient 
to circumscribe the problem under consideration, and examine, at least for 
the present, only the problem of the classical motion of a radiating electron. 

Therefore we first try to establish an equation for the electron dynamics 
assuming the following postulates: 


1) there exists an universal constant 7, with the dimensions of a time 
(fundamental interval of time); 


2) a force acting on a particle at some instant 7 of its proper time, pro- 
duces a sudden transition from the state of motion at the time t— 7, to the 
state of motion at the time t. In other words the mechanical laws connect 
dynamical variables of the particle which belong to points of the world-line 
whose distance is equal to the elementary interval s) = ct). 


3) for tr, >0 the new equations must go into those of the classical 
dynamics; 


4) the laws must be relativistically invariant. 


Note that the introduction of a fundamental time and therefore of a fun- 
damental length according to the overmentioned postulates gives origin neither 
to any quantization nor to a lattice structure of the space time. Therefore it 
will be meaningful to consider the coordinates #, as continuous functions of 
some parameter, for instance the lengths of the world line, and to consider 
in every point the derivatives dv,/ds. 

Now we shall see that with the postulates we assumed, it is possible to 
establish for the electron’s dynamics a finite differences equation. For this 
purpose let us write first the laws of motion for the electron when we do 
not consider condition (4). 

If we call F(r; t) the force acting on the particle at the instant t, according 
to the postulates 1), 2), 3) we shall assume as a basis of our theory the fol- 


(16) B. T. DARLING and P. R. ZiLseL: Phys. Rev., 91, 1252 (1953). 
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lowing finite differences equation: 


(3) — [v(t) — v(t — t)] = Fir; v; 1), 


where, according to an observation we made before, we must take 


dt 2 di? 
In the lowest approximation we have: 
dv(t) 
Mo Sdi = Fir; t), 


which is the equation of motion of a particle under the action of the force F 
and without the reaction of the radiation. 
In the next approximation we have: 


5 dv(t) To d°v(t) 
de 2a 


=F(r;v;1t), 


which coincides with the non relativistic Dirac-Lorentz’s equation for the 
radiating electron when we assume: 


ACE 


(4) To 3 me 


In this approximation, if we put R = ne/2, we will have for the electron 
mass mM, = (2/3)(e?/Re?). 

Finally let us notice that considering all the terms of the development of 
v(t—T)), derivatives of any order appear in the equation (3), but as we shall 
see later, the problem of the initial conditions does not give rise to any dif- 
ficulty. 

We must now generalize equation (3) in order to make it relativistically 
invariant. 

Remembering that F, = (e/c)F,;;, it is obvious that the left hand-side 
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of (3) must be changed into an expression XY, that satisfies the following con- 
ditions: 


a) for 62-0 the first three components of X, must reduce to 


(mtv) — v(t — T)] 5 


b) for t >0 we must have: 


du, 2 e[d°u, | Ugthg d°Ug 
ds 3 | ds? ce ds? |’ 


c) owing to Fig = 0, it must be Xu, = 0. 


From these conditions XY, is completely determined. We have: 


Ky = Pelu) = agle 1) + SO rus) — le — aol} = 
Mo i Ua(T)Ug(T) 
<a To {uate To) ce up(t — to] ’ 


where 7 = s/c is the proper time of the particle. 
The finite differences equation for the motion of the electron can be written 
therefore: 


I ero) + O gle — te) = Falla usi tpl) 
with 
_ dr) 
Walt) ne 


We must note that in establishing this equation we have assumed (postu- 
late 3) that the actions on the electron were retarded. If we consider « ad- 
vanced » actions the equation analogous to (5) that we get is: 


(6) RAI, 


e 
= e Fyp(t)ug(Tt) , 
0 


Up(T + T)| = È 


and in the non relativistic approximation 
Mm 
(7) = [v(t + %) —v)] = Fi). 
0 


If we suppose instead that the actions are «half retarded and half ad- 
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vanced » we get the following symmetrical equation: 
Mo 


wx(T)Ug(T) Î 
ce? 


(8) fuse eee Ae dala co] = 


€ 
= q Pas(us(®) ’ 


which becomes, in the non relativistic approximation: 


(9) > [v(t + 7) — v(t—t)[ = Fit) - 


The physically correct equation is Eq. (5) which contains the electron’s 
loss of energy due to its radiation. Eq. (6), as we shall later see, can be related 
with the motion of the positon. Eq. (8) is valid only for a non physical motion 
in which we disregard the losses of energy due to radiation; the motions that 
Eq. (8) and Eq. (9) describe are conservative in the sense of classical mechanics. 
In conclusion the characteristics of our theory consists in the fact that the motions 
of the electron are described by means of inhomogeneous equations (see for ins- 
stance (5)) which are finite differences equations in the derivatives u, = da, /dt 
of the unknown functions ®,. 

Finally, we notice that ELIEZER and BoHM and WEINSTEIN had already 
got the non relativistic equation (3) on the ground of considerations we will 
give later (cfr. sec. 12) Furthermore MOocLicH and ROMPE (!), starting from 
the hypothesis of an essentially discontinuous and quantized time, established 
a finite differences non relativistic equation, different from (3): 


— [rt—-2rt-)+r@—2%)] = ES 


In their theory these authors suppose that the time derivative of any 
function f(t) must be physically substituted by the ratio: [f(t) — f(t— T)]/T- 


5. — On a possible meaning of the fundamental time. 


The fundamental time, given by 7, =(4/3)(e?/moc*), which connects two suc- 
ceeding instants of time in which the motion of the particle can be defined, 
appears in the equation of motion that we have proposed. 

Now we shall show, by means of Heisenberg’s uncertainty principle, 
that the fundamental time has a considerable meaning even in quantum 
mechanics. 


(1?) L. MéGLIcHa and E. Rompe: Zeits. f. Phys., 113, 740 (1939). 
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Let us remember that, if we wish to mesure at some instant the energy 
of a particle of mass m,, we can know the variables 7 and £ only in the limits 
imposed by the uncertainty principle. 

In a system in which the particle is at rest we have: 


(10) At-AE>h. 


In particular a more exact knowledge of the variable 7 (therefore At + 0) 
gives a greater uncertainty in the knowledge of the observables E (that is 
AE > oo). 

This means that the process of measurement gives the particle an un- 
controllable motion: the faster the measurement, the greater the energy 
given to the particle. If we suppose the existence of internal excited states 
of the particle, characterized by values of the mass greater than the value m, 
of the mass of the ordinary particle (that is to say in its fundamental state), 
we have that the statement «particle of rest mass m,» has a rather exact 
meaning only when AF is less than the difference between the rest energy 
ue? of the excited state of the particle and the rest energy m,e° of the particle 
in its ground state; that is to say when AE < (u,— Moe? (18). 

From (10) it follows that the observation time of the particle must have 
an uncertainty 


h 


ital At > —_. 
nd È (Lo — Mp) C? 


If we suppose, as has been suggested by some authors (1°), that the u-meson 
can be considered as the first excited state of the electron, and if we notice 
that for its mass we have: 


3h 
(ig — mo)e® = 206. mye? = 3 ME mo, 


substituting back into (11), we get: 


bo 


e? 
3 mc 


(12) Ar> 


In other words the value of the rest mass m, of an electron cannot be given 
at an exact time, but only in a time interval At = (2/3)(e?/mc?). 


(18) The establishment of the validity of the application of the uncertainty rules, 
employed here, require, to be rigorous, an exact mathematical definition of the internal 
states of a particle. 

(19) For instance: D. Boum and W. WEINSTEIN: Phys. Rev., 74, 1784 (1948); 
M. Suyawara: Progr. Theor. Phys., 7, 599 (1952); T. Hamapa and M. SUrAWARA: 
Progr. Theor. Phys., 8, 363 (1952). 
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It is interesting to note that this limitation, despite its deduction from 
Heisenberg’s uncertainty principle, does not contain the Planck constant (?). 
As a consequence of what we have said before, the consideration of the mo- 
tion of an electron (with a definite mass m,) will have meaning only at 
two successive instants of time 7, and 7,, each of them having an uncertainty (12) 
and therefore separated from one another by not less than 


AMICA 
t,— ta, = 24T == HF 
= 3 MC 


Now the quantity (4/3)(e?/m,c*) is the fundamental time 7, of our theory 
and it separates two instants of time in which the macroscopic Classical motion 
of our electron is defined. 

It is obvious that our proof can be reversed. If we suppose an uncertainty 
At=t,/2 in the measurement of the time 7, we can deduce the existence of 
an excited state of the electron having the same mass of the y-meson. 


6. — Solutions of the equation of motion. 


We shall study now some mathematical properties of the equation of motion 
for the electron, established above. 

For the sake of simplicity we will consider an equation with only one 
unknown function x(7) of the type: 


(13) sm) = y[a(t); ir T)] 


In our theory the equation of motion of an electron along a straight line 
is of this type. 

On the other hand the results we shall establish can be easily generalized 
to the three dimensional case. 

It is easy to verify that, given the initial values 


(0) = Lo, d(0) = do, 


it is possible to evaluate a(nt)) and %(nt)) by means of Eq. (13) without any 


(20) This statement is right only if one supposes that the relationship 206 ~ 3he/e? 
is not a mere numerical coincidence, but it is based on a real theoretical ground related 
to the nature of the y-meson. This relationship, suggested some time ago by Y. NAMBU: 
Progr. Theor. Phys., 7, 595 (1952), is now accepted by several authors. 
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ambiguity, only if we give before the law 


(14) (nto) = F{al(n—1)t]; &(n—1)t]} , 
that we shall call «transmission law ». 

In fact, given # and #, by means of Eq. (14) we shall evaluate x(t,) and 
then, with application of Eq. (12), &t)) and so on. According to postu- 
late 2, which we have assumed in establishing our equation of motion, we 
must assume the following law of transmission: 


(15) (NT) = L[(n —1)t)] + Ta (n —1)t)] . 


A particular x(7) that satisfies Eq. (13) and this condition is a function 

having its derivative #(7) constant in the interior of the interval (n—1)t%)< 
<t< nt, and discontinuous in the points t= nt. By means of such a 
function of transmission and of the initial values 7 and #, we can, as said 
before, evaluate x(t) and x(t) at the times 7 = nt. The resulting motion, 
defined in a succession of discrete instants of time separated from one another 
by the interval 7,, will be called macroscopical motion of the electron. 
' We may remark that this motion remains unaltered if, instead of a constant 
value of #(t) in the interval (n — 1)t) <7 < nt), we assume any other law of 
transmission satisfying the condition (15). Inother words we may take for “(t) 
any function variable in the interval (n —1)t,<t< mt, in such a way that 
its average value is equal to its initial one. 

This means that the macroscopical motion remains unaltered by the super- 
position on the uniform motion, satisfying the transmission law (15), of any 
other internal motion, provided the average velocity of the latter is zero in 
an elementary interval (n—1)t) <T< nt. 

In the particular case that the external force acting on the electron is 
constant, the equation of motion reduces to an ordinary finite differences 
equation in the variables w,(t). 

The most general transmission law in the n-st interval is in this case given 
by a superposition of an uniform motion of velocity u,[(m—1)t] and of a 
periodical internal motion, defined by the equation 


U[ nt] — u.[(n —1)t] = 0. 


This in an agreement with a well known theorem on the general integral 
of an ordinary finite differences equation (74). From what we have said 


(21) See for instance: ToMLINSON Fort: Finite Differences (Oxford, 1948); E. PASCAL: 
Calcolo delle variazioni e delle differenze finite (Milano, 1897). 
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before, if we consider only the macroscopical motion of the electron, the in- 
ternal motion is of no importance. Later on we will investigate a possible 
physical meaning of the internal motions, but since now it is evident that these 
motions, being concerned with the behaviour of the electron at distance smaller 
than R= 27/0, may be connected with the problem of the structure of the 
electron itself. 

From the considerations we have made in this section it is evident that 
the motion of the electron is determined, assumed 7 = 0 as initial time, by 
the values of the external force only in the instants tT = nt. It follows that 
in our theory, the assignation of continuous values of F(t) in a finite interval 
of time has no meaning. Values of the force F, as function of the time 7, 
need to be assigned in correspondence only with the values t = nt, of the 
argument. Therefore, while there is a definite meaning in the study of the 
motion of the electron acted upon by an instantaneous force, the consideration 
of a force applied for a finite time interval At < n is meaningless. 

To conclude our considerations on the equations of motion we proposed, 
we recall again the fact that the macroscopical motion of our electron is com- 
pletely determined by the initial position and velocity. This property over- 
comes the most serious difficulty of the Dirac theory for a classical electron. 
In this connection we note that the apparition of higher derivatives in the 
equations of motion of Dirac’s classical theory can be understood now if we 
observe that this equation can be obtained from our equation of motion by 
breaking off the development in t powers of the function w,(t— To) 
after a finite number of terms. In this approximation we have no more internal 
solutions, but a number of arbitrary constants higher than two is now required 
for the determination of the macroscopical motion. 


7. — Various applications. 


The integration of the relativistic equation (5) and also of the non rela- 
tivistic (3), is in most cases very difficult. We will limit ourselves to some 
particular problems. 


71. Free electron. — The relativistic equation, putting P,g= 9, becomes: 


Ua(T)up(T) 
c? 


UAT — To) = Ug(t — To) - 


There is only one macroscopic solution: 


u,(nt,) = (0) = const, 


corresponding to a straight uniform motion. 
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72. Electron in a constant uniform electric field E — With the field along 
the z-axis and putting u, = u, = vs = 0 fort = 0, the relativistic equations 


are 
Mln) + EO man) — malt eal — n) = Et), 
ale) + O postero) ol = eBay 2) 
If we put 
__ To eE 
SAL 


and use an iteration method of integration, we obtain the following expres- 
sion for u,(nT): 


U (NT) [n +2)/21* 


= ny(1 di y2yo-vla DI (n— 2k ak. 2)y7*-1(1 de Via aa LP 


2 


(where [(n+2)/2]* stands for the maximum integer equal to or smaller than 


(n+2)/2). 


In the non relativistic limit, we have 


eH 
VT) = Nye i 


and the motion is uniformely accelerated. 


73. Electron under the action of time dependent forces F = F(t). - The non 
relativistic equation 


Mo 


[v(t) — v(t — t%)] =F(), 


To 


has the following solution 


In particular: 
(2) aM 
F(t) = K exp [— ad], 
then 


To K 1— exp [— ant] 
Mo exp [at).]— 1 


v(NT) = Vo 4 ; 


21 -— Supplemento al Nuovo Cimento. 


314 P. CALDIROLA 


b) if 
F(t) = cE, sin ot , 
then 
Ei LI oF cos (0T)/2) — cos [(n + 3) To] 
ACI 0 ee Ora eee 2 sin (©7,/2) a 


74. Case of an instantaneous electromagnetic pulse — The problem has been 
discussed on the basis of Dirac’s model of electron by Dirac (??) himself in 
the non relativistic approximation and by ASHAUER (°°) in the relativistic case. 
The consequent behaviour of Dirac’s classical electron is rather peculiar. 
If we suppose the particle initially at rest, it starts accelerating before being 
reached by the pulse and then mowes with constant velocity when the pulse 
has passed. The explanation of such a result requires either the introduction 
of a model of the electron not simple and not free from inconsistencies, or 
the abandoning of the traditional concepts underlying the causality of the 
classical physics. If we choose the electromagnetic pulse as follows, so that 
it reaches the electron position at the proper time o: 


ee { Ao for iia i Bi 
== or = = ()) 
| 2(7) pee for. 1-2" È 
(16) | 
N) = Ke Vor 
ea = pel ida = = 
| | 0 for t4#t* 
the relativistic equations of our problem are (¢ = 1): 
f u_(nto) + U (NT) Up NT)Up(NT— o) = LOD =e 
(17) 
CA ie W (PT Ug (VT) Ug 0 T— Li) =) OO = Th 
where 
pe CT Ao 
a 
fit) = iui (rt) — Us(To) ; f.(rto) =0; fs(rto) = furto) = CAOLIE 


It is perhaps worthwhile to stress the difference between the choice (16) 
in our scheme and that in the Dirac’s case, which reads as follows: 


Exc) = At). = Kor — t"*)- 


(22) P. A. M. Dirac: Proc. Soc, Roy., A 167, 148 (1938). 
(23) S. AsHAUER: Proc. Camb. Phil. Soc., 45, 463 (1949). 
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The solution of (17), satisfying the initial conditions (ui =a, = a! = 0, 
ug =1%) are easily found to be: 


Uy(NT>) = Ug(NT)) == Us(NT) = 0, U,(N%) = for n<r 
VASTA ET! 
Uy (NT) = 27 ; U2(NT) = 0; 
V1 + 4429—1 ]/V1 + 472?—1 
U3(NT>) = 2 2 ; 
Vv : 
Ug(NT)) = 402 E ; meee 5 for n>r. 


Going over to three-dimensional space one sees that the electron remains 
at rest till the pulse hits it and afterwards it moves in the y=0 plane with 
constant velocity 


TI 


along the straight line whose direction is defined by 


— ZA An Ae 


DIO) 2 È v 2A 


o a 


Of al le Pag 1 Vz 


From (18) it follows for A<1 (non relativistic approximation) 


€T Ay 


Mo 


The corresponding velocity for a particle obeying Dirac’s equation would be 
in the same approximation 


The two velocities coincide if we assume 
satay == ite 
Such asymptotic velocity is the same as that which a non radiating electron 


would acquire, according to Newton’s equation, in a constant electric field A, 
acting for a time interval 7. 
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For 7 >co it follows from (19) 


Ve v 
——0, ——1, vo>l, 
v v 


that is, for great pulse strength, the electron motion is along the pulse direction 
with a velocity approaching to the velocity of light. 

Therefore we can conclude by saying that there is a close analogy in the 
behaviour of the electron in Dirac’s and in our own theory, except for a short 
time interval before the pulse arrival. In our theory we have no longer the odd 
pehaviour of the electron before being reached by the pulse. 


7°5. Electron in a constant uniform magnetic field: F= ev H,: - The 
equation 
7 fo) —vlt—t)] = e0 A Ho, 
has the solution 
v= di 4+ Yj 

where 

sno) = voll + te? HG /m;)-"/? cos [n arctg (t.eHo]Mo)]; 

unt) = — Vo(d + EH) "!® sin [n arctg (teHo/mo)] - 


The particle is moving along a decreasing spiral. 


7°6. Electron on a straight line under the action of a force F(x). - The non 
relativistic equation of motion 


(20) — [&(t) — &(t — t)] = Fo), 


can be solved by numerical step by step methods and without difficulties, once 
% = (0) and # = %(0) are given and by using the transmission law (15). 

As a matter of example we have chosen the case of an elastic restoring 
force: F(#) = — kx and that of a modified coulombian force F(a) = A/Va*+72 
acting on a particle moving on the x-axis (24). 


(24) As will be seen later (cfr. sect. 14) the electrostatic field generated by a point 
charge e in our model does not become infinite for 7 > 0. An approximate expression 


for the potential is given by eJVr? + 22 with 4= Set: 
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The result is in both cases a damped oscillatory motion (25). As one sees, 
in the second case there are no longer non physical solutions, the only existing 
in Dirac’s theory of the radiating electron. 


8. — Internal solutions: the anomalous magnetic moment of the electron. 


It has already been pointed out that the finite differences equation (5) allows 
arbitrary periodical solutions (with period 7,) to be added to those describing 
the macroscopical motion of the electron. 

For instance in the case of a free particle one can add to the solution 
u, = const of the equation of motion any solution of the equation: 


(22) U,(T) — U,(T— T) =O. 


We are now going to investigate how far it is possible to attach a physical 
significance to this solution which appears to be connected with the internal mo- 
tion of the electron. 

For this purpose we choose the following periodical solution of (22): 


; : G 
& = — Bc sin 20 — , 
To 
; 7 
Y = Boe cos 2a —, 
To 
A= 0. 


from which it follows (keeping in mind that t = 2R/c): 
R e 
= _ 2 — 
ip = (dk; 7 008 Bt 
16 x G 
y = Bo — sin 20 pt 
Za (ies 


(25) In the elastic restoring force case a formal solution of (20) can be obtained 
putting 
(21) x(t) = A exp [at], 


with A and « constants, where « is a complex root, with negative real part, of the 
following equation: 
a(1 — exp [at)]) = — kro/mo. 


Such a solution represents again a damped oscillatory motion. It should be noted 
that formula (21) implies the assumption of a transmission law not in agreement with 
the 2nd postulate of sect. 3. 
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This solution describes a uniform circular motion of radius a = B,R/x and 
frequency v = ¢/2R. 

It is well known that such a motion gives rise to a magnetic moment 
directed along the z-axis and given by: 


it 
(23) Ma = uo => 2 


We recall here that an «anomalous » magnetic moment of the electron has 
been measured (2%) and that the numerical value turned out to be 0.00114,y,. 

Such an anomalous moment x, has been predicted as an electrodynamical 
effect by ScHWINGER (?°); the corresponding gyromagnetic ratio is theore- 
tically given by: 


(where s = } is the electron spin and x = e*/he is the fine structure constant). 
The first approximation gives for the anomalous magnetic moment 


1 es 
4 ste 
(24) Ma T Are m0?’ 


which is the same value given by (23) if one chooses Bj = 3. 


Then the kinetic energy me? {1jv 1 — fz — 1} of the internal rotational motion 
of the electron turns out to be exactly equal to my c?, that is equal to the intrinsic 
energy of the particle. In other words the intrinsic energy has its origin, 
according to our model, in the internal motion of the particle. 

One need not be surprised by the fact that one is able to deduce on a 
simply classical basis the existence of the electron anomalous magnetic mo- 
ment, generally considered as a typical result of quantum electrodynamics, 
since the formula (24) does not contain Planck’s constant h: in other words the 
first order contribution to the theoretical expression of mw, is not essentially 
a quantum effect. The second order contribution is on the contrary a quantum 
effect, for which it is senseless to try a classical explanation (°*). 


(28) P. Kuscn and H. M. FoLey: Phys. Rev., 74, 250 (1948); A. K. MANN and 
P. KuscH: Phys. Rev. 77, 427, 435 (1950). ; 

(27) J. ScHWINGER: Phys. Rev., 73, 416 (1948); R. KARPLUS and A. KLEIN: Phys. 
Rev., 85, 972 (1952). 

(28) For a model of an electron with anomalous magnetic moment having some 
resemblance with ours, see: J. BRANDMULLER: Naturwiss., 38, 139 (1951). 
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9. — Considerations about the possibility of a Lagrangian formulation: 


To put a theory into Lagrangian and Hamiltonian form is the first step 
to quantization. 

As it is well known, however, it is possible to deduce the equations of 
motion from a variation principle 


ty 


(25) fea=o, 


ty 


for conservative dynamical systems only. 

The purpose of this section is to find a Lagrange function corresponding 
to the symmetric equation (8) (or to the non relativistic equation (9)), that 
is for the equation governing the motions of a hypothetical non radiating 
electron. 

We notice that these equations can be rewritten in a formal way as it 
follows: 


d È È d 
ee {sinh (1 =) *U,(T) + es sinh (x =) 0] =  Fagug(1) 5 


and 


where derivatives of any order evidently come in. 

This induces us to attempt a Lagrangian and Hamiltonian formulation of 
the conservative equations for the dynamics of the electron. To this aim we 
will follow two methods developed respectively by OsTROGRADSKY (?°) and by 
Pats and UBLENBECK (3°) in order to treat problems with Lagrange functions 
depending upon time derivatives of the coordinates of any order. 

However we wish to remark explicitly that the application of these methods 
to our equations is based on developments in a 7, power series of functions 
like f(r— 1): therefore the results of this section have only a formal value. 


a) Ostrogradsky’s method. — We start treating the non relativistic case. 
We suppose that L is a function of t, of the f coordinates q; and of time 


(29) M. OstROGRADSKY: Mém. de V Acad. de St. Pétersbourg, 6, 385 (1850); see: 
E.T. WHITAKER: A Treatise on the Analitical Dynamics (Cambridge, 1917), chapt. X; 
I. Wryssennorr: Acta Phys. Polonica, 11, 49 (1951). 

(30) A. Pars and G. E. UBLENBECK: Phys. Rev., 78, 145 (1950). 
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derivatives %,: 
L = Lalalt [G10 - 


The equations of motion that follow from (9) are 


aL d (aL\ , a? (aL oto 


On the other hand equation (9) gives 


m Tie TÈ (5) 
Lae) + BBO + B80 +] =F 
It follows by comparison: 
Mo È È RISI LO 
6 ws 1) 0 5 
oe a On, =" | NGpeatapie Oe 


where U is the potential function of the external force F. 


In order to find the Hamilton function we suppose that L depends upon 
the first N time derivatives only. It is then possible to define canonically 


conjugate variables: 


| Qu = Da » 
A ils 
(27) eae ol KS 
oe 0(D qx) 4 


where D=d/dt and d/ò(x) is the functional derivative 


òL ol D OL 
6(2) dx (Da) | 


Then according to OsTROGRADSKY it is 


ne n 
ai 


H= PyQe+ PQs ale 209 sl eroina P,y(D"q) ai Sieie sla Prva Cea PD 9;) i L 


and the D”q; can be substituted using equations (27). 


It is quite apparent that this formulas are of no practical use as soon as 


N becomes large (1), to say nothing for N > oo. 


(31) See for instance a paper of L. WALDMANN: Zeits. f. Naturfor., 8a, 329 (1953) 
in which with Ostrogradsky’s method an equation is treated containing derivatives until 


the 6th order. 
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We limit ourselves now to the case of a point particle and to the study 
of the following Lagrangian: 


2 m (co) 72741 (r) (e) e 
L =—m,c?—— ir Wal Sy, 
0 Br, = | ) Cress aly a?) 


with the supplementary condition 


The variational principle 


Ti 


0 | Lies, Hh Cea soo) Oey == 0 5 


To 


gives the following equations of motion: 


dfoL+nF) 4d ob eek L SL 5 
dt du, da cue dr! Ce Says? 
where 7 is a Lagrangian multiplier. 
The equation can be rewritten explicitly: 
mo 4d (,, 270 }; e (0Dg 90D,\ e 
Dap Oke (20 rt SU RI Da c\0r, Oi, e Pops . 


The multiplier 7 will be determined by the supplementary condition: 
Pigg. =). 
Detailed calculations show that this condition is satisfied if 


m a ATEI 
DEA i Sa 


Mo UzU 
2% 62 


2 lug +) — ug(t—- to); 


so that the equation of motion becomes our symmetric relativistic equation- 
By the way we notice that if we keep terms up to the fourth order of the 
T power series expansion the equation becomes: 


d 


See ae 5 e 
dr {(t = 9 ki) Un ae A = È PpUp; 


(28) 
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and the Lagrangian 


DG rer € 
(29) 1 Oe ky — 2 hh Mo aR P Dx ’ 
where 
mite 
[Bey = WE a = At 


It is then apparent that (28) and (29) are the equations of motion and the 
Lagrangian respectively of a pole-dipole particle, as it was studied by Bopp, 
HONL, LUBANSKI, MATHISON and WEYSSENHOFF (°°). 

Then such a model of electron, whose equations of motion are derived from 
a Lagrangian depending on the first derivatives of the velocity, seems to be 
a particular case of our theory. 


b) Pais-Uhlenbeck method. — We are going now to apply the Pais-Uhlen- 
beck method to the study of our symmetric non relativistic equation. Let us 
consider a free electron moving along a fixed line, that is a system with only 
one degree of freedom. 

The equation of motion will read: 


(30) F(D)q = 0 


where F(D) is an even function of the operator D = d/dt (the motion being 
conservative) and the Lagrangian will be: 


(31) T= = GED ie 
Supposing F(D) to be an even polynomial of degree 2N we can write 
N D? 
(32) wD) = TI, (1 + ni 
Is 


2 
QO; 
(GGAt) 


where, without loss of generality, we assume the ©; to be all different. 
Introducing the new coordinates: 


J x D? 
(33) 0 =IL(1+)e 
1 W; 
G#D 


(32) See: H. H6NL: Feldmechanik des Elektrons und der Elementarteilchen, in Ergeb- 
nisse der Exakten Naturwissenschaften, 26, 315 and foll. (1952). 
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from (30) and (32) the equations of motion follow: 


(D?+ o)Q: =0. 
The motion is decomposed into N linear oscillations of frequencies w,. 
The new Lagrangian reads: 


(34) =— x, n;Q,(D°+ 02)Q, ; 


where the constants 7; are to be determined so as to make I coincide with L 
of (31) but for a time derivative of a function of q, 4... which gives no dyna- 
mical contribution. 

By means of (31) and (32) one has: 


S ql D° 1,0 
Di Seine et. 
i Gh) 4 


and by comparison with (34): 


Nye a il 
05) i + D?/o2 FD) 


wherefrom, by decomposing 1/F(D) into a sum of terms whose numerators 
are independent from D, one gets: 


1 


(36) Ne ot" (— o2) ’ 


F'(— @;) being the constant [dF/d(D?)] p:-_o?. 
After introducing conjugate variables 


OL 


Sf DONS 


and performing a contact transformation 
P; +> P,(2\n:|)*, Qi +Qi(2\n:|)*, 


the Hamilton function follows: 


ti (— 1)-(P2 + 080), 


1 
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where the factor (— 1)?! is a consequence of the alternating sign of the terms 
F'(— a). 

If F(D), instead of a polynomial of degree 2N is, as in our case, an 
integral even function, on account of Weierstrass’ theorem on the factori- 
zation, we can write in general: i 


(37) F(D) = exp (DTH (1 +2), 


with Y ©;? converging and f(D) an even function. 

One can show that, if f(D) = 0, the above method, valid for a finite N, 
is applicable also for N > co. 

Observing that our symmetrical equation for the one dimensional problem 
of a free particle, can be written 


F(D)q = © DsinhD:g = 0, 


tt) 


Eq. (37) becomes: 


with 


(k = 0,1, 2, ea 


Keeping in mind the development: 


1 
(mo/t,)D sinh ©,D 
a DI i DARA il 1 1 43 ih 
m \BD? 7\|1 + Do? 41+ Do, 91 + Doz 7" pre \, 
one has: 
1 
NS m, 
38 — 
(38) iby ont 1 (kl = 1, 2, ...)- 
Motti ki 
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With this determination, we have the explicit form of the Lagrangian and 
Hamiltonian of our electron: 


L=— Si 1 (D? =f Wi) ’ 
0 


H= Po + 4D, (—1)'1P; + 0507]. 
1 


It is very difficult to apply this method to practical problems due to the 
fact that the Hamiltonian is not a positive defined form. Besides that, when 
there are external forces the separation of the variables is not possible 
in general. In some cases, however, 
one is able to obtain positive A 
results. 

Let us consider, for instance, a 
non radiating electron under the 
action of an elastic force — ka, 

The equation of motion (9) is 
in this case: 


f(z) 


H2)= Vz 


Wo 4k), Mo 


THUD) =U) 5 
where i; 
Fig. 1. Fundamental frequencies for the mo- 
n tion of a non radiating electron under the 
JED) —D sinh (1D) +k. action of an elastic force. 
0 


With 1D =&, (t/m,.)k =a, the equation which gives the fundamental 
frequencies reads 


FP(D) = Esinhé+a, 
or, with È = 2, 
gsinz=a. 
As one can see from Fig. 1, there is a negligeable change in the higher 


frequencies (because a is very small), but it is not so for the first one, with 
respect to the free electron case whose equation is: 


[(m,/T)D sin t.Dlx = 0 ; 
One observes also a small shift with respect to the classical frequency of 


the oscillator, as it would turn out from a direct inspection of the equation 
of motion (cfr. sect. 7). 
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10. — The radiation of the electron. 


We notice that writing 


(39) PEED (1) = [u,(t)ug(t — to) — Wa(T— To) U a(t); 


the relativistic equations of motion (with retarded actions) (6) become 
e 
(40) 3 [Pesto + FO \ug = 0. 


This means that, if we assume an electron of purely electromagnetic nature, 
Fe must represent the self field associated to the moving electron. 
As a consequence, the force acted by the electron on itself will be 


@ 
(41) Feet — È Pegitug. 


This expression can be decomposed as it follows: 


Ker Dx Keest®) le Kast) 
oO uri x x 


where 
(42) LEGGE EON) — oo 
qu + To) Utet) Mat vee aw [Up(t n To) — Ug(t — i} , 
KeisH(7) = di 
frate + ta) + malt 1a) + EIA fugte + 10) + sole} 


The Ke} part, as is easy to verify by expansion in powers of 7), contains 
only odd derivatives of the velocity w,(r) and is conservative. It represents a 
generalization of the force of inertia, — m,(dw,/dt) of the relativistic equation 
for non radiating particles: the correction terms (radiative corrections) are due 
to the reaction of the self field of the electron. Kf®** may be associated to 
the field: 


2ET eC 
Mo 


(43) Paper) = 


{ux(Tup(t — 10) — Walt + T)] — Up(T)* [alt — To) — alt + To)I]} > 
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according to the relation: 


@ 
(react+) — _ (react +) 
Keo — — Bigg. 


The K“* term contains even derivatives of the velocity and is dissipa- 
tive: it is responsible for the energy emitted as radiation by the electron. 
Such a term may be associated to the field 


Mo 


(44) FS? (1) 


W ere 


{Ua{T)[U p(T — To) + ult + T)] — Up(t)[Ma(t — To) + a(t + T)]} - 


We give here the explicit form for the several electric and magnetic vectors: 


las self + MENO ll 
ME avan pe 


To) V(T)}, 


Mo 1 V(T—T) v(t + T) 


6%, V1 — B* VI —p. vV1i— 6 


ECeact +)(7) 


= VI =| z 


E(diss+) e Mao. 1 fee =H) v(T + To) 
iam Vip [VIB vip 


—v(t): 


ma Vi = 


Het+)(7) = of NESMY(T) ‘ B = a ; 
Hereact +)(7) = PEE) vest) ; B- = La To) : 
Hs+(7) = o NESH(7), RC v(T x To) x 


The expression for the power of the different electromagnetic fields are 
readily obtained by making the scalar product of the electric vectors by the 
velocity v(t). 

The first non zero terms of the 7, power expansions are just those of the: 
first approximation in the ordinary theory of the electron. 
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At last we observe that the radiation losses are completely determined 
from the macroscopical motion only; in other words the internal motions of the 
electron are non radiating motions. 


* OK OK 


As an example we compute (in the non relativistic case) the power W“%"? 
radiated by an electron under the action of a constant magnetic field, H, 
(directed along the 2-axis). For this problem we have seen that it is possible 
to solve exactly the equation of motion (see sect. 7.5). 

Starting from the solution obtained in that section it is easy to find 


W Wiss +)(¢) = eEdis®(t)-v(t) etto eEset+(t)-v(t) Za 


e2H%°t, (1 se 
202 
Moe 


2m c? 


This result differs from that deduced with the ugual perturbation calculations 
only by the term in brackets, which is generally very small. 

It is perhaps interesting to study the problem of non-radiative motions. 
They are of course defined by 


E® (7) -v(z) = 0); 
This condition implies then ESiS* = 0, or explicitly: 


v(t +t) , v(t— 7%) f 1 1 | 
<a 


(46) 


The more general motion satisfying this condition is the « hyperbolic motion », 
for which space-time acceleration is a constant vector a,; that is 


ut) = Ul + a 
In fact for this motion we have 
u.(t + To) + Uy(T— ©) = 2U,(T) , 
or in ordinary notation 
v(t + To) v(t —T) _ 2v(T) 
Vi—p Vi—p. Vi? 
1 Ji 2 


TTT 
ae 


Tes Wipe Ve 


from which we get immediately Eq. (46). 
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It is known from the literature that the hyperbolic motion is, also in ordi- 
nary electrodynamics, the only non-radiating motion of the electron (?%). 


11. — The positon equation. 


It is well known that classical electrodynamics can be deduced from the 
Fokker-Feynman variation principle. 

This principle allows one to describe the behaviour of a positive electron 
also, whose equations are obtained from those of the negative electron by 
taking into account the advanced instead of the retarded self field and by 
changing the orientation on the particle’s world line (34). 

In our theory the electron equation is the following: 


a =e [us 7a To) ar 
C 


Uo{T)U p(T) 
0 ce? 


us(t— 0) = ZF uga), 


use having been made of the hypothesis that the action of the self field is 
retarded. 
In the case of anticipated action the equation reads: 


(47) Meu tty) + OO tr LF, 
TI e e 

or 

(48) = [Ego + Fup = 0, 

where 

(49) Fer) = 2° [u(r + cup) — tel t)U g(t + T)] 5 


CTC 


is the advanced self field of the electron. 
As usual we can split it as follows: 


n(seli—) _ (react —) (diss —) 
Bo = Fap + Pos 


(33) See W. PAULI: Enc. der Math. Naturwiss., 5 (3), 539 (1921). Some authors 
doubted that the hyperbolic motion is a motion without radiation. We do not think 
that these doubts are justified. 

(34) Such an interpretation of positon motion has been suggested first by E. C. 
G. STUCKELBERG: Helv. Phys. Acta, 14, 589 (1941). 


22 — Supplemento al Nuovo Cimento, 
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with 


Mo 


5 Forest) = . 
60) SO 


{[tUg(t + to) — Wa(T — To)]wa(t) — Walt [Walt +. To) — Walt — To)I]} » 


SERA Mm 
Pope) = 5 


2eT oC 


{ug(t) [Walt — To) + walt + To)] — Wa(t)[U p(t — To) + sl + To)I]} - 


Pee" is exactly equal to Fes" of the retarded actions, whereas PIE 
(diss +) 
equal to — Fis» 
If we want to describe now the motion of particles for which de°/d7 < 0, 
we have to change 


As a consequence we obtain: 
(react —) (react—) __ (react +) 
Ieri e Dr OTT 
(diss—) (diss-)  __ (diss +) 
FB I = — Mia È 
Notice that the t power expansion of FS" and FY;*> contain respect- 
ively odd and even derivatives of w(t). 
Then the equation of motion (48) for the particle going backward in time 
D to} 
will be: 


@ 
r {— Ut Nae? E) + FS? Jug =0 ; 


or explicitly: 


ug(t — T)| = — CF Z?)t)Ua(t) 


which is just the equation of motion of a particle with charge — e (positon), 
acted upon by the ordinary retarded self field. 

Thus this equation turns out to be equivalent to that which correspond 
to the motion of a particle with charge e (electron) under the action of the 
advanced self field and which describes a world line pointed to the « past ». 

We note that from 


e d È 
eFtss-y3V1 ba = zl = vey 
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follows that the energy (kinetic-+radiative corrections) of such a particle (with 
charge ¢) in its motion towards the past is negative. 

Noteworthy are also the relations between the field tensors: 


sci = 1 La i viale 


(dies t) __ 7 ap pileelf—) __ 7p(selt+) 
i O SR 


Electromagnetic Field associated with the Electron. 
12. — Analogy with a model of extended electron. 


It is interesting to notice that our non relativistic equation of the radiating 
electron coincides with that obtained by BoHM and WEINSTEIN (35) who con- 
sidered a suitable model of electron with a spherical shell charge. 

If we call 


(51) o(a, t) = f(|x— r(é)|) 


the charge density (r is the radius vector of the center of mass), with: 


we obtain for the current density: 
ae 
I(x, t) = = r(t)f(|x—r)|). 


Starting from these expressions one may derive the equation of motion of 
the electron which turns out to be: 


(52) Myr = | ee = F, 


ext) ? 
where F..) is the external force, m,, the « mechanical mass» and F.. the 
self force: 
dik : 
(53) Fon = — 4oce?| dt IIS exp [ik-s]- 
kN[rt— k : r(t 5 
- {kt cos ker Ir ki DIA i sim he © Ak Arta}, 


(3°) D. Boum and M. WEINSTEIN: Phys. Rev., 74, 1789 (1948). 
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where s = r(t)—r(t— 7) and fi if the k-th component of the Fourier integral 
expansion of f: 


ips car fila Meese. 


(2st)? 


A noteworthy feature of equation (52) is, as BOHM and WEINSTEIN have 
shown, that it has no self accelerating solution of the kind that Dirac’s elec- 
tron equation has; it admits instead periodical solutions whose frequency is 
strictly related to the charge distribution of the electron. 

Taking, in particular, for f(x): 


d(a— È 
(54) fle) =, 


Boum and WEINSTEIN are able to carry out explicitly the integrations in (53) 
and get 


(55) Few = - da È ( -=) —v(| 7} 


(magnetic effects are neglected). > 

Thus if we assume that the whole mass is of electromagnetic origin, 
m, = (2/3)(e2/Re?), and we put 7, = 2R/e, equation (55) becomes exactly the 
non relativistic equation of our theory. 

We want to say also that the same equation was found independently by 
ELIEZER (3°) who considered an electron with the charge distributed on a sphe- 
rical shell, for which PAGE (*) had already found the following equation of 


motion: 


dv 2edw 2 e = de (2R/e) amd _ 
di 38 6 dt 38 RE (n +1)! dim 


In fact this may be formally written down in the following way (assuming 
m = (2/3)(e2/Re?)) : 


MoC 2R d = 
me fi — exp Ca xe i 


which, as a consequence of known properties of the operator exp [— A(d/dt)], 
that is 


d 
exp |- 2 = f(t) =ft—A), 
turns out to be equivalent to our equation (3). 


(36) C. J. ELIEZER: Proc. Camb. Phil. Soc., 46, 198 (1950). 
(37) L. PAGE: Phys. Rev., 9, 376 (1918). 
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13. — Connections between the motion of the electron and the electromagnetic 
field. 


The considerations of the previous section show that, in non relativistic 
approximation, the equation of motion of an electron, such as they arise 
from our theory, may be deduced from the Maxwell equations of the field of 
which the electron is to be considered the source. 

This possibility, in non relativistic approximation, is rather obvious (88). 

On the other hand as we know from the considerations of sect. 5, the 
matter gets rather complicated if one is dealing with relativistic equations 
of motion. 

This was one of the main difficulties of the Lorentz theory of the electron. 

We will examine now if it is possible to find a connection between our 
relativistic equation (5) (of the radiating electron) and the equations of the 
electromagnetic field. 

To such a purpose we will use a method due to RZEWUSKI (8°) and based 
on the following principles: 


a) By means of a variational principle the field equations are deduced 
from a Lagrangian function of the first order in the field’s components. 


b) To avoid divergencies, the particles, sources of the field, are con- 
sidered as point particles but one thinks of them as interacting with the field 
through an action at a distance (non local type of interaction). 


c) In order to get from the field equations the equation of motion of 
the particles one has to express the solution A,,(@) as functionals of the functions 
E (Tn) Eu (Tm)s +59 these being the parametric equations of the world line of a 
particle. | 

The equations of the electromagnetic field, as is known, may be obtained 
from the variational principle: 


(56) oft 


if one takes 


a, Ay(®), 


(38) Let us recall that G. HoLER [Ann. der Phys., 9, 91 (1951)] has shown that the 
non relativistic equation of Méglich and Rompe (sect. 4) and the non relativistic Eq. (3) 
of our theory (already considered before by ELIEZER) may be deduced from the electro- 
magnetic field theory as formulated by Bore [Ann. der Phys., 42, 573 (1943); Zeits. 
f. Naturfor., 1, 53 (1946)]. 

(39) J. RzewusKi: Acta Phys. Pol., 9, 203 (1953). 
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where s, is the source of the field and 


_ 0A, 04, 
SOTA, 
From (56) one gets 
OR, ae 
= = Sy) 
dx, 


which, with the supplementary condition cA,/cx, = 9, are equivalent to 


(57) US 


v 


The general solution of this equation may be written: 
(58) AR (i [Gu c')s, (e) de", 


where G(a— a’) is a Green function of (57) partially determined by the con- 
dition 
(59) OG(«@— a') =-d(@— a’). 

Therefore our problem consists in trying to find a function for 3,, which 
describes correctly the particles, that is such that the field equations become 


equivalent to the equations of motion of the particles themselves. 
As is known, for point particles and local interactions, usually one takes 


(col 


sa) = Dn en | O(a — E")E At, . 


— o 


In analogy with what is done in the non local interaction theories we will 
assume 


foo} foo} 


(60) (a) >, e,| Fle — EVE" dt, - [Fe_ c)s,(e')da', 


-_ o (cel 


where F(e— 2’) is an arbitrary function of the invariant (#— ')?. 
One may then easily see that the variational principle (56) may be written: 


(ce) [ce] 


(61) pfLar = pap yA extn EG ae herr. a= OF 


—_o —_ o 
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where 
(62) Ga— a) =| fre ra x") da" G(a"— aw”) dat" F(a M__ x’) E 


This is the Fokker principle (#) in its modified form of FEYNMAN (41). 

The usual term in m, is missing, owing to the fact that the whole electron 
mass is considered to be of electromagnetic origin. 

Denoting with 4, the potential 


(63) A,(x) = | F(a —a')A,(w') da’ = >, en J G(a — E)Erdt,, 


and putting 


eo 


(64) aS mf Ge EnGicen— er)" dr, — E 41€"), 


_o 


the principle may be written: 


(ce) 


(65) 04,6, fLdr,=0, 


_ o 


from which we get the equations of motion of the n-th particle: 


(66) GS EME = 
with 
SB a RA) 
(67) Fi(é) = eee me OE 
Denoting 


the external field, and 
Pie) = Fig") 


(4) A. P. FOKKER: Zeits. f. Phys., 58, 886 (1929); Physica, 12, 145 (1932). 
(41) R. P. FEYNMAN: Phys. Rev., 74, 939 (1948). 
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the self field of the electron, Eq. (66) may be written: 
af tal (a + FSME")}E =. 


Moreover RZEWUSKI has shown that the moment 


of the totality of particles is still zero and consists of two parts 
jp = pe + POD 


that is the total self-moment of the particles 


a 
tn 


peo — >> yep == Sa e dr, Pr(E)En 


ico) 


(7° is that value of 7, for which the world line of the n-th particle crosses the 
o surface), and the moment due to the mutual interactions among particles 
ta 
poso = Y Ye, [dee Er. 


nam 
_qo 


Also the relation 


d 7 lf 
FF _ ae (EE 


holds true. 

It assures that the mass as defined by means of the equation of motion is 
the same which enters the expression of the momentum: in this way one of 
the most serious difficulties of the Lorentz theory (cfr. sect. 2) is overcome. 


14. — On the determination of the function G(é — #'). 


We will now investigate the possibility of defining a factor G(E-- &') such 
that the equations of motion (66) which follow from the Fokker-Feynman 
variational principle (65) coincide with the relativistic ones of the theory of 
the radiating electron we developed. 
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In fact using (63), (66), (67) it would be sufficient, in order to have the 
required equivalence with Eq. (5) of the motion of the electron (retarded self 
field), that the following condition be satisfied: 


IRE E, _ 
(68) é for Eros si T )— 0, U,(T ) bua) = 
= Pelu) BE ea 
where 


E= Fc), E=é7) and w,(r) = 6,(c),. sli). 


One may substitute to the condition (68) the following one: 


ni aGHE — E' IGHE— E' 
wy fa Hey PE] 
“ ae 
= > [u(T)Ug(t — Ta) a uz(T e To)Ug(t)] , 


which expresses the equivalence of the electron’s proper field PSs", as defi- 
ned by means of (67), with that of (39) which enters in our equation of motion. 

Although we did not succeed in giving a rigorous demonstration, we con- 
sider certain that Eq. (68) or Eq. (69) do not admit any exact solution: i.e. no 
function G(x — a’) satisfying such equations exists. 

However it can be shown that it is possible to obtain an approximated 
determination of the function G™. 

Being G practically different from zero only at distances |£— £|< 4, 
where A is the fundamental length, it will be possible to expand the various 
functions in (68) in series of powers of the parameter 7 = (7'— T)c. 

After an integration by parts one gets 


GA . 26? [ox UzUg > n 
Da Ce Certe = fai myrar-( Di Uol i 
. MoTo (UzU ps» +e 
= Mm, 5 ("4 Ug + Uy See 


To satisfy this equation, in the approximation in which only the terms 


_explicitly written are considered, one has to put 


e [~ 2e [~ Mob 
a GH(— r?)dr = m , 3 Ae r?)rdr = 3 e, 
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and using the espressions 


one gets 
[eer r)dr = 4/3E, [ee rrdr=1. 


It is very easily verified that, in this ‘approximation, the factor GA r?) 
may be taken equal to 


Geo(— 3) = 64(— 1° +A), 


where 
= 26(— r?+ A?) for T<% 
6.(—r? +A?) = 
= 0 for r>A 
with 
(70) 1 = 8R = 8er- 


This corresponds to the assumption (*?) 


(71) GH(e — a) = di 0? +24), 


6.(— 0? + A?) = 20(a— a')d(— 0? + 4°), 
where 
=1 for t> 1% 
| =U OLMI 


and 


2 — ¢2(f— t')?— (r—r’)?. 


Moreover, in determining in this way the factor G(~ — v'), the potential 


(42) The function d(— o? + A?) has been used for similar purposes by A. LANDÉ: 
Phys. Rev., 76, 1176 (1949); 77, 814 (1950) and by E. GROSCHWITZ: Zeits. f. Naturfor., 
Ta, 458 (1952). 
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of the field, in this approximation will be 


(cel (°°) 


(72) A (2) a [Gre — diga ef. o° + A?)u,(t') dt’, 


which gives for the electrostatic potential 


e 
(73) == 
si Vr? + 22” 
which remains finite as 7 +0. 

The potentials A‘*(«) of the field created by the electron for 2 +0 reduce 
to the known Wiecker and Liénard expression: 


U 


Wee AP) = 2e| 6(o2)u,(t’) dt’ = e | ———~___|_ , 
(72°) (a) IL )Ug(T) sso 


where 25 are the coordinates of the point where the electron is and 7 is any 
value of the proper time intermediate between the values corresponding to 
the two zeros of o?. 

In an analogous way may be treated the equation whith the advanced 
actions (47), which we used to describe the positon. 

The function G(x — 2'), by means of which the potential of the self field 
FPSS may be expressed in such a way that 


(74) AO (2) = [Gwe =P edt; 


is approximatively given by 


(75) GO(a — a) = 6(— 6? +4), 
where 
(76) d_( 6242) = 20(a’/— x)6(— 0? +22) . 


In Wiecker-Liénard approximation in this case one obtains 


(ce) 


(74') Ale 2ef oo )m (e) dt e| Le | ; 
(Lg — &B )Ug ant 


= 
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* * * 


From the above results we can conclude that our relativistic equation (5) 
for the motion of the electron is approximately equivalent to that deducible 
from the Fokker-Feynman variational principle (65) .with the factor 
GOOG 0URE 

Nevertheless a non local interaction field, for which a Feynman-Fokker 
principle with a factor @(#— a’) = d+(0° — 42) is valid, exists only if to 
this factor corresponds, according to (35), a satisfatory form factor F(a — 2’). 
Now, it is possible to demonstrate (see Appendix) that, if the factor F(a — a’) 
must be a regular function, Eq. (35) does not admit, in correspondence of our 
particular GH(x — a’), any solution. 

We may conclude that the field associated to our model of electron is not 
a field with non local interaction, although it shows some analogy with such 
a field. 

Finally let us note explicitly, in this connection, that contrarily to what 
occurs in the non local field theory, our model of electron does not meet any 
difficulty for an interpretation in agreement with the principle of causality. 


15. — Classical interpretation of pair production. 


In the preceeding sections we saw that the electric field due to a par- 
ticle at rest, at least in the approximation we considered, is given by 


é 


75 eee 
(75) P(r) VOTE 


and that the relation 
eg(0) = 2m,.c? 


holds true. 

To this result an interpretation is immediately given: ep(0) is the work 
necessary to separate completely (¢(r) > e/r) two electrical charges +e and 
— e originally placed together in the same position. That is to say eg(0) is 
the work necessary to create one electron-positon pair. 

Since in r = 0 the electric field is zero, in the process of separation of the 
two particles there will be a position in which the attractive force has a 
maximum. 

Using the Fokker principle it is possible to give a classical interpretation (4) 


(3) E. C. G. SrickerBere: 1. e. (*)); see also: H. HòNL: l.c. (82) (in particular 
p. 345 and foll.). 
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to the pair creation and annihilation, when a particle with charge +e crosses 
a sufficiently high potential wall. 
The above mentioned principle may be written down in this case 


2 


2 
òW=0 with W= mee | VI Prat + ef Vat. 
it 


1 


Let us consider a one dimensional problem: the potential V(x) is zero out- 
side a small interval, say |v|<b/2; within this it has a very high posi- 
tive value. 

The motion of the particle is normal to the planes x = + b/2. 

According to the variational principle 
the end points 1 and 2 are held fixed 
while the variation is made. 

A solution of the variational principle 
is that which corresponds to the path 
Dele ee SOLAR Io 2s 

While entering the potential wall in 1’, 
the particle loses energy and slows down, 
when it comes in 2’ it is accelerated and 
gets again its initial speed. 

It is clear thus, that no particle will 
be able to cross the potential wall unless its speed is so high that its kinetic 
energy 7 is such that 7 > eV,, V, being the maximal value of V. 

Yet there is another solution which makes the integral W a minimum. 

This is the solution corresponding to the path 1PQ2 of Fig. 2: one 
verifies that such a solution does exist only if eV, > 2m,c* and in this case, 
in analogy with the Klein paradox of the wave mechanics, even very slow 
particles can cross the potential wall. In the graphic of Fig. 2, 1P represents 
the world line of the incoming particle (charge +e); QP, Q2 represent the 
world lines of the particles which are created in Q, of which the first (charge — e) 
annihilates in P with the incoming particle and the second (charge Je (By 18) 
moving beyond the potential wall with the speed of the incoming particle. 

A necessary condition for the process to occur is that the field of the po- 
tential wall be stronger than the critical value E, corresponding to the max- 
imum attraction of the two particels of opposite charge (in our case 
E, = 463/5442). 


Ya Op 


Fig. 2. — For a classical inter- 
pretation of pair production. 
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Conclusions. 


The theory we developed in this paper appears to be interesting as it over- 
comes some typical difficulties of the preceding ones by LORENTZ and DIRAO. 
For these reasons our formalism is able to give a consistent classical model 
of electron. 

Nevertheless from a physical point of view a classical formalism is only 
what is required to rely on and start to build a quantized one, according to 
Bohr’s correspondence principle. Moreover the opportunity of developing a 
quantum theory based on the consistent model of classical electron, clearly 
appears from the remark, already made in sect. 2, on the existence also in 
the present quantum electrodynamics of difficulties connected with the run- 
away solutions. 

But such a quantization program is rather complicated, as one can already 
see from the difficulties one has to face only trying to find an hamiltonian 
formulation of the theory. 

In this respect we only wish to note here the possibility there might be for 
a suitable Schrédinger equation of our radiating electron to have stationary 
solutions corresponding to the classical «internal» motions: these solutions 
from a quantic point of view, should correspond to an eigenvalue spectrum 
of a hamiltonian operator, to be interpreted as a mass spectrum of a certain 
class of elementary particles. 

Hints in this direction, which may be useful for a better understanding of 
relations between the existence of an elementary interval of time and the 
nature of. excited states of the elementary particles, can be deduced, as we 
have seen in sect. 5, by means of a simple application of the uncertainty 
relations. 


APPEN D IX 
To relate the factor 
(76) Ga — 2!) = d(o°—4°), 
by means of which an approximation of the equation of motion (5) is deducible 


from the Fokker-Feynman principle (65), to a form factor F(a — a') charac- 
terising a field with non local interaction, condition (62), that is 


G(a a) =| [Pe —2")ae"G@"— oo") dae” F(a" — x’) ‘ 


must be satisfied. 
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Taking the Fourier transforms, we obtain that the preceding condition is 
equivalent to 


G(p) = (22) *(p)G(p) , 


from which: 
n = 


cal 
G(p) 
77 ip ee AR 
ae ©) (277)? Vas 


With our particular G, given by (76), we have 


Bs it i 
Gp) = api | 0x (ot Mep ie, 
and, after several calculations: 


= ‘ip ES i 
78 Go = = o) R Fari rr == + QR re eet 
(78) (p) 5 [it a va 


where ® denotes the real part, H(iAvp?) is the Hankel function of the first 


type, and e the signum function: 


A (c> 0), 
52) ue (w <0). 


The function G(x — a’), satisfying Eq. (59), is the Green function D(a — 2’), 
whose Fourier transform is: 


aly fs , 2 
GH(p) = Bale ae te (Po) O( Py) ’ 
which for pi, 40, reads simply 
ti 
79 GAP) = = 
(79) (Pp) On)? pi 


With (78) and (79), from (77) we obtain: 


È 27 a ; Vp, ; a (AV p2 
ro i 2 FRR] + moe EA] 


The study of the asymptotic behaviour, for pj, > co, shows that this ex- 
pression is divergent. A 

Consequently the form factor F(x — a’), corresponding to our G(x — x’)= 
= 0,(o?— A?), is not given by a regular function: the conditions cf Bloch (#*) 
for the convergence of the Fourier transform of #(«'’—«#") and the conditions 
of Chrétien-Peierls (45) for the macroscopical causality are not satisfied. 


(44) C. BLocH: Dan Mat. Fys. Medd., 27, 8 (1952). 
(45) M. CHRÉTIEN and R. PF. Prrerts: Nuovo Cimento 10, 668 (1953). 
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